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AVERTISSEMENT. 

y 

O U s avons fait prcccder les P/'iri-" 
cipes généraux de la Mllumque , des 
Frit'.cipes de Calcul qui fer*.’entfd’in- 
troduclion aux Sciences Phyjl'co-mdihc- 
matiqiies , a caufe de t utilité de ces 
calculs dans la Mécanique. Ayant fait 
la même cliofe dans le Cours à Vujage de 
la Marine , quelques perfonnes ont petfé 
que nous avions afujetti C étude des Prin- 
cipes de la Mécanique a. ces calculs : c ejl 
une erreur que nous croyons devoir pré- 
venir ici. Tout ce que Von trouve ordinai- 
rement dans les Livres de Mécanique , 
expliqué fans le fecours de ces calculs ^fe 
trouve également ici expliqué fans ces 
mêmes calculs ; enforte que ceux qui veu- 
lent fe borner a ce que Von trouve le plus 
communément dans les Livres ^fe fatisfe- 
ront en pafant tout ce qui portera l’em- 
preinte de ces méthodes.. 
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P R I N C I PE S 


D E C A L C U L. 

Qui fervent d! Introduclion aux Sciences 
Phyjico-mathématïques, 


NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

*.N oui avons donné jiifqu’ici les règles 
néceftaires pour calculer les quantités , dans tel 
élat de grandeur qu‘on puilTe les fujjpofer. Mais 
Aous n’avons point conlîdéré les variations par 
'lefquelles ces quantités arrivent à tel ou tel état 
de grandeur. Ce nouvel objet à conlidétet dans 
les quantités, donne lieu à Une autre branchtf 
de l’Analyfe , qui eft de la plus grande urilité 
dans les Sciences PhyCco-raathématiques & prin*> 
Cipalement dans la Méchanique, oà l’on ne par- 
Mécani^ufi I. Part, A 
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vient fouveçt à déterminer les rapports des quan- 
tités qui entrent dans les queftions relatives à 
cette fcience , qu’après avoir confidéré les rap- 
ports de leurs variations, c’eft-à-dire, des accroif- 
femens ou des diminutions qu’elles reçoivent à chaque 
indant. 

Nous ^lo^ donc , avant que d’entrer en Méca- 
nique , nous arrêter quelques momens fur cette 
partie du calcul qui a pour objet de décompofet 
les quantités jufques dans leurs Elémens , & de re- 
venir de ces Elémens aux quantités mêmes. A pro- 
prement parler , ce n’eft point une nouvelle mé- 
thode de calcul , que nous allons expofer ; c’ed 
une application des méthodes de la troificme partie, 
& même une fimplification de ces règles. 

2i Nous nous propofons deux objets. Le 
premier , d’enfeigner à defcendre des quantités à 
leurs Elémens : & la méthode pour y parvenir 
s’appelle Calcul différentiel. Le fécond nous mon- 
trera la route pour revenir des Elémens des quan- 
tités , aux quantités mêmes , & nous appellerons 
cette méthode Calcul intégral. 

3. Comme nous allons confidérer les quantités 
relativement à leurs Elémens , c’eft-à-dire , rela- 
tivement à leurs accroilTemens iAdniment petits , 
il convient, avant que d’aller plus loin, d’expofer 
ce que nou« entendons par quantités InHnimenc 
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petites j infinies , &c. & de faire connaître h fubor- 
dination qu’on doit mettre entre ces quantités dans 
le calcul. 

Nous difons qu’une quantité eft infinie ou infi- 
niment petite à l’égard d’une autre, lorfqu’il n’cft 
pas poflible d’aflîgner aucune quantité affer grande 
ou afTez petite pour exprimer le rapport de ces 
deux-là, c’eft-à-dire, le nombre de fois que l’une 
contient l’autre» 

4» Comme une quantité ne peut , fans cefTcf 
d’ctre quantité , cefTer d’être fufceptible d’augmen- 
tation ou de diminution , il n’y a point de quan- 
tité fi petite ou fi grande à l’égard d’une autre , 
que l’on ne puifle en concevoir une troifième infi- 
niment plus petite ou plus grande. 

Par eietnple i (î A eft infinie à l’égard de a , quoique 
dès-iors il foit impoftible d'aftignet leur rapport , cela n’em- 
pêclie point que je ne puifle concevoir une troifième quan- 
tité qui foit à l’égard de x , ce que rc eft i l'égard de .t ; 
c’eft-à'dire, qui foit le quatrième terme d’une proportion dont 
let trois premiers fetoient a. •. x ar : ; ce quatrième 

terme qui eft , fera donc infiniment plus grand que x puiP 

cl 

qu’il contient x autant que x eft fuppofé contenir a. De même , 
tien ne m’empêche de concevoir le quatrième terme de cette 
proportion x : a : a : \ & ce quatrième terme qui fera 

- — I fera infioiment plus petit que a , puifqu’il doit être 
X 

A ij 
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contenù lUns d , *ajtant que celui-ci ell fuppoftf contenu dans x. 
Rien ne borne l'imagination à cet cgaxd , Sc l’on peut conce- 
voir de même une nouvelle quantité qui (bit encore infini- 

ment plus petite à l’égard de , que celle-ci ne l’cfl à 

X 

l’égard de a. On appelle cela des infinis ou des infiniment 
petits de diiFérens ordres. 

En général le produit de deux quantités infinies 
ou infiniment petites du premier ordre efl infini- 
ment plus grand ou infiniment plus petit que chacun 
de Tes deux faâeurs. 

En effet, xy : : ; * ; i ; or fi * eft infini, il contient 

une infinité de fois l’unité j donc K y Contient une infinité de 
fois y. 

Un raifonnement femblable fait voir qu’un pro- 
duit ou une puifTance de tant de <imenfions qu’on 
voudra , & dont tous les faéleu’ * font infinis du 
premier ordre, eft d’un ordre d infini marqué par 
le nombre de fes fadeurs. 

Ainfi lorfque x efl infini, x* cft infini du quatrième ordre, 
c’eft - à - dire , infiniment plus grand que ** , qui eft infini- 
ment plus grand que x' , qui lui - même elf infiniment plus 
grand que x. En effet x* : x' : : x' : x* ; : x’ : x : : 
X : I. Ce feroit le contraire fi x étoit infiniment petit; 
alors X* feroit infiniment petit du quatrième ordre, c’eft-à- 
dire , infiniment plus petit que x> ; celui - ci infiniment plus 
petit que x’ , Sc ce dernier infiniment plus petit que x. 
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i Maïs fî un produit n’a pas tous fcs fa(fieurs 
infinis , alors fon ordre d’infini ne doit fc de ter- 
miner que par le nombre de Tes faâeurs infinis. 

Aiafi a xy n’cft que du même ordre que x y ; en eflet 
ü xy : xy : ; a : i , & ce dernier rapport peut être évalue* 
£ a ell une quantité finie. 

, Remarquons bien cette différence dans la com- 
parûfon des infinis ou infiniment petits , entr’eux 
ou à l’égard des quantités relativement auxquelles 
ils font infinis ou infiniment petits. Si x eft infini 
à l’égard de a,, rien ne peut mefurer leur rapport; 
mais dans la même fuppofition le rapport de a; à 
X multiplié ou divifé par tel nombre fini que l’ot> 
voudra , eft un rapport fini ; ainfi x infini ou infi- 
niment petit efV incomparable à l’égard de a, fup- 
pofé un. nombre fini ; mais il ne l’eft point à l’égard, 
de ax, puifque x eft à a x : i a. 


5". Pour exprimer par le calcul , qu’une quantité 
* eft infinie à l’égard d’une autre quantité a ; ou , ce, 
qui eft la même chofe , pour exprimer que a eft 
infiniment petit à l’égard de x, il faut, dans l’ëx- 
preflion algébrique où ces quantités fe trouveroiené 
erifemble, rejeter toutes les puiftances de x infé- 
rieures à la plus élevée , & par conféqusnt anfli 


tous les termes fans x. 


Far exemple , fi dans 


3 -« 


î. « ’ 


on 


fiippofe X infini 4 

A üj. 
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regard de a & de b , ou fupprimera a Si b , te l'on aura 

— ou — ^ pour la valeur de , lorfque x eft 

SX s ^ S X -f- b 

X X il 

infini. En effet eft la même chofe que 

S X b 

a 

î H 

X 

, ( en airifant , haut & bas , par « ) ; or dci 

P 

5 H 

X 

qu’on fnppofc que * eft infini à l’égard de « & dff é j 
les fr.iiftions -îi- 3c -L- qui reptéfement les rapports de a 

X X 

Si de b i X , doivent ncccflâircment è:re fjppriiiices , puiftjue 
par cçtic fuppofition même , ces rapports lônt au deffous de 
toute quantité, fi petite qu’on veuille la fiippofcr ; donc dans 
ic cas la quantité propofte doit fe réduite à ÿ. 

Paicjlicmcnt , fi l’on avoir a x -t- A , on le rédui- 

roit à x’ , fi l’on a deffein de favoir ce que vaut cette quan- 
tité , lorfque X eft infini. En eftet , on vient de voir que 
dans cette fnppofition on devoit Tuppriraer b vis-à-vis de 
a X ; or x’ eft lui - même infini à l'égard de n x , puifque 
X’ : (I X : : te : a ; donc par la meme raifoa on doit 
rejeter >t x vis-à-vis de x’ ; donc la quantité doit alors être 
féditite à xS 

Au contraire , fi x étoit infiniment petite , II 
no faudroit cenferver que les termes où l’expofant 
(ic X eft Iç plus petit, 

Ai >fi x‘ -+- q X fe réduit i ax , lorfque x eft infiniment 

petite ; - — fc réduit à ~ , lorfque * eft iufiniracni 

’ vx 4 4 ^ 
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On ne doit pas craindre que ces omiirions al- 
tèrent les conféquences que l’on tirera des calculs, 
auxquels on les appliquera. Au contraire , ce n’efl: 
que par ces omiflions que l’on exprime ce que l’on 
a delTein d’exprimer, c’eft-à dire , que x eft infinie 
ou infiniment petite ; ce n’eft que par elles qu’on 
peut arriver à une conclufion conforme à la fuppo- 
(îtion qu’on a faite. Or fi lorfqu’on fuppofex infinie, 
on ne rejetoit point les termes que nous venons 
de preferire j fi , par exemple dans | ^ ou 

. 

5 h 

— on ne rejeteroit pas — & — , le calcuî 

. l> XX 

5 H 

X 

n’exprimant point alors que — Hc — font des. 

rapports au-deflbus de toute quantité aflignable , ne 
répondroit point à ce que l’on demande , favoir 
^ quelle efl la valeur* de cette quantité lorfque x eft 

infini ; en un mot en attribuant encore à & à ' 

X X 

quelque influence fur la valeur cherchée , on con- 
trediroit la fuppofition que l’on a faite. 

Nous ne manquerons pas d’occafions de vérifier l’exac- 
Mcude de ce principe fur roniilTion des quaniiics infinies 
^es ordres inférieurs ; mais en attendant , voici un exemple 
qui peut venir à l’appui du raifbnncment que nous venons 
de faire. Concevons la fuite f, *, Scc. les 

termes de cette fuite , comme on le voit , approchent de 

A it 
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plut en plot de Tunitc, & on- convoie que )amais Ht ne peu'^ 
vent paiTcr cette limite. Chaque terme peut être reprérenté 

X 

pat — — — en mettant pour x le numéro de ce terme. 

Puis doue que les termes approchent ûns celle de l’iinité • 
^d'autant plus qu’ils s’éloignent plus de l’origine, ils n’atteit^» 
dront donc cette limite qu’à une dillance infinie de l’origine^ 
donc pour avoir le dernier terme de cette férié, il faut fup> 

pofer dans î ^ que x eft infini ; or conformément 


principe , cette quantité fe réduit alors à — , c’efl-à-dire d 

X • 

4 ^ 

■ I J donc l’omidion du terme i dans , loin d’al- 

. * ‘ 

férer la conclulion , eft au contraire ce qui la donne telle 
qu’elle doit être. En un mot, en fiiilânt cette omifSon , on 
agit conféquemment à la fuppofition qu'on a faite. 


Telle eft la Aibordination qu’on doit mettre dans 
le calcul , entre les quantités inftnles ou infiniment 
petites de diftérens ordres. Mais dans l’application 
de ce principe fur l’omillion dqs qqantitcs, il peut 
fe prefenter (quelques cas (ur lefquels il eft bon de 
prévenir le leâeur. 

Suppofons qu'on ait les deux quantités....... 

XX r+-ax-^-b, & X X a X -+- c J lorf- 
que X eft infini , il eft indubitable que chacun 
(e réduit z xx; enforte que leur différence fembitt 
|tre zéro , dans ce cas , quoique réellement elle foit 
ç — i ou b — ■ c. Voici la folutiqn de cettq 
gjfncultç apparçntç, 


i. 

4 


i 

t 

I 
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différence de ces deux quantités eft réellement 
c — b ou b — c; mais lorfqu’on cherche cette 
difierence après avoir fuppofé x infini dans chacune, 
c’eft demander ce que cette différence eft par 
rapport à ces quantités memes; or comme elles 
font alors infinies chacune , on doit trouver ^ 
comme on le trouve en effet, que cette différence 
eft zéro par rapport à elles. Lors donc qu’on 
demande ce que devient par la fuppofition de x 
infini , le réfultat de certaines opérations fur plufieurs 
quantités ; c’eft dans le réfultat meme qu'on doit 
exécuter la règle donnée ci-deffus , & non pas dans 
chacune des quefiions féparément prifes. 

C’ed aialî qu’on trouvera que la Ibmme ie x x -{-« 
& *a»-t- 4 x-+-c, lotfque a: eft infini , fe 
réduit i a X -h i X ; car en général , elle eft a x -t- i x 

c % qui lorfque x eft infini , le réduit à ax •{- h x. 

Pareillement , fi l’on avoir x — V ( x x — b b ) ; cette 
quantité, lorfque x eft infini, lêmble être zéro. Mais comme 
V (xx — hb), n’eft qu’une indication de la racine de 
XX — b b , faut , pour avoir fa diftérence avec x , réduire 
XX — b b en férié ( Alg. 135); alors la quantité x — V, 

b b b^ 

( ar je — b b\ fera * — je H -t- — — , &c. o^ 

f. — — -t- , &c. qui lorfque jc eft infini par rapport 

'1 j: 8 JC» 

i J , fe réduit â 
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DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

6. Lorsque l’on confidère une quantité 
variable comme croifTant par degrés infiniment 
petits ; fi l’on veut connoître la valeur de ces 
accroifiTemens , ce qui fe préfente de plus naturel , 

* eft de déterminer la va’eur de cette quantité pour 
un inftant quelconque, & la valeur de cette meme 
.quantité pour l’inflant immédiatement fuivant : alors 
la différence de ces deux valeurs eft l’accroif- 
fement ou la diminution que cette quantité reçoit; 
e’eft aulîl ce qu’on appelle la dijjerence ou la dijfé- 
Ttntidle de cette quantité. 

7. Pour marquer la différentielle d’une quantité 

variable fimple, comme x ou^, on écrit dx, ou 
dy; c’eft-à-dire, qu’on fait précéder cette variable, 
de la lettre d initiale du mot différence. Mais 
lorfqu’on veut Indiquer la différentielle d’une quan- 
tité compoféc comme ar* ou j 3 ar' ou 

— att), Sic. on renferme cette quantité 
entre deux parenthèfes que l’on fait précéder de la 
lettre d ; ainfi l’on écrit d ( x^ ) , d ( j x‘ 
d(p^ [.V* — &c. 

Dorénavant nous repréfenterons les quantités 
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variables, par les dernières lettres r,u, x,y, f 
de l’Alphabet; & les confiantes, ou celles qui 
confervent toujours la meme valeur , nous les repré- 
fenterons par les premières lettres a , b , c , &c. 

& lorfque nous en uferons autrement , nous en 
avertirons. Quant à la lettre d elle ne fera em- 
ployée à d’autre ufage qu’à défîgner la difierentiello 
de la quantité qu’elle précédera. 

8. Suivant l’idée que nous venons de donner 
de la différentielle d’une quantité, on voit que pour 
avoir la dificrentlelle lorfque la quantité ne ren- 
ferme que des variables au premier degré & non 
multipliéçs ni divifées les unes par les autres , il n’y 
a autre chofe à faire qu’à affeder chaque variable 
de la caradériRique d , en confervant d’ailleurs le 
figne de chacune. 

Par cienipîe, la différentielle it x y — ï fera d x 
dy — d i. En effet , pour avoir cette différentielle , il fau- 
dtoit conlidérer x coinme devenant x -J- d x ; y comme 
devenant y -f- dy i 1 comme devenant ^ -f- j ; alors 
la quantité propofée , qui eft afluellement * -t- y — ^ , de- 
viemlroit x -h d x -k- y •+■ dy — \ — d\; prenant donc 
h différence de ces deux états, on aura a: -f- d x y 
dy — \ — d\ — X — J c’eft-à-dire , d * •+- dy 

y— d\ pour la différemielle. ‘ 

Il en feroit de meme , fi les variables qui entrent 
dans la quantité propofée , avoient des cocfficicns ’ 
pu multiplicateurs çonRans,- 


r 

\ 
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Ainiï la difTcrentlclIe de j x 3 y, eft j dx + 3 ^yt 
telle Ac a X ky, cft adx -t- bdyica eftêt , lorfque x 
ic y deviennent x-^-dx6c.y-i-dy, U quantité ax-i-by 
devient a ( x -i- d x ) -h b(y-i-dy), c’eit - à - dire , 
a X H- a d X -h by -t- b d y ; donc la dill’crence des deux 
états , ou la différentielle , eü a d x b dy ; c’eft - à - dite , 
qu’en général , il faut affc(lcc chaque variable de la caraélc- 
Tiffique d. 

Si dans la quantité propofée il y avoît un terme 
tout confiant , la dilférentielle feroit la meme quq 
sll n’y étoit point. Ceft à-dire , que la différen- 
tielle de ce terme feroit zéro; cela eft évident, 
puifque la différentielle n’étant autre chofe que 
l’accroifTement , une quantité confiante ne peut 
avoir de différentielle fans cefTer d’etre confiante. 

Ainff la diffcrentielle de a .v -t- 3 eff lîmplemcnt adx, 

9. Lorfque les quantités variables font fîmples, 
mais multipliées entr’elles, alors il faut fuivre cette 

règle Dijferende^ fuccejjii ement par rapport à 

chaque variable , comme fi tout le rejîe étoit un- 
multiplicateur conjlant *, 

Far exemple, pour différencier xy, je différencie d’abord 
tomme fi x étoit confiant , & j’ai x d y ; puis je diffé- . 

^ Pour cviier l’cquivoque dini devra £crc affeUée de la caraâvrir. 

Il manière d’terire , il eortviçndta tique d, 
d'écrire U dernière, la variable qti 
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tencie la même quamiu: xy comme (t y étoic conAanc, 
f< j’ai y J Xi eiiforte que la «UAéiencielIe totale de xy el\ x dy 
y dx. 

, La raifon de cette tc^Ie fe trouvera en remontant au principe* 
Pour avoir la différentielle de xy ^ il faut confidcrer x comme 
devenant x-\-dx^ c’eft-à-dire , augmentant de la quantité in- 
finiment petite (/ JC, & y comme devenant y -^dy^ c’eft-i-dire» 
augmentant de la quantité infiniment petite dy i alors xy de- 
vient ( fc -H t/x ^ X ('y -f- </ , c’eft-à-dire , xy-J-xt/y-H 
ydx-i-dydx; donc la différence des deux états, ou la dJf* 
Cérenticllc , eft xy «t- x <fy -t- y d x -4- </y » — xy , ou x </y -t- 
ydx ■+■ dydx ; mais pour que le calcul exprime que dy Stdx 
font des quantités infiniment petites , comme on le fuppofe , 
il faut ( 5 ) omettre dydx qui ( 4 ) eft infiniment petit du fé- 
cond ordre , & par conlequent infiniment petio à l’égard de 
xdy Sc y d X qui font infiniment petits du premier; donc enfin 
la différentielle de xy ou d {xy) ell xdy y dx ^ comme le 

donne la régie. 

On trouvera de même, en fuivant la règle, que la différen- 
tielle de xy\_ eft xyd\ -4- x\dy y^^dx, en différenciant 
d’abord comme fi xy étoit confiant, puis comme fi x;| étoîc 
conftant,& enfin comnie fiy^ étoit confiant. Et on le démon- 
trera comme ci-deffus , en regardant x , y & comme de- 
venus x -+- </x, y-H<fy, d\; auquel cas xy[ devieiK 

(x-^dx) (y 4 - dy) (i + di) ou xy î 4- xyd\ -H x\dy-^ 
y\dx -H ydxd^ 4- -{dydx -4- xd\dy 4- dxdyd^ ; donc 
la différence des deux états fera , après avoir réduit & rejetté 
les infiniment petits du fécond & du troifième ordre, xy<f^ 4- 
x[dy+y^dx^ ainfi que le donne U règle. 
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. lO. Si la quantité propofce eft une pullTanctf 
quelconque d’une quantité variable , alors fuivet 
cette rè^le ; Multiplie^ par l'expofant , diminue^ c:t 
expofant d'une unité & multiplie^ par la différen-» 
tulle de la variable, 

Ainfî pour appliquer la règle à x' , j’aurai xxdx, ea 
multipliant par l’eipufant i , diminuauc l'expofant t de i ^ 
multipliant enfin par la différentielle dx de la valiable x. 
On trouvera de même que la différentielle de x' eft } x' J te ; 
celle de , 4X>dX; celle de — x — *dx; celle de 

X — > , — 3 X — ' dx ; celle de * » eft j * dx ; celle de 

4 t 

ar * eft * * î rf * •• & , en général, celle d» x"‘, eft ma'"*' dx^ 
quel que (bit d’ailleurs l’expoCmt m, pofitif ou négatif, entier 
ou fraélionnaire. 

Pour trouver la raifon de cette règle , remontons encoiÈ 
au principe. Regardons x comme devenant x -+- dx, [dx 
étant infiniment petit); alors x” devient ( x-^dx )” : c’eft.* 
à-dirc, en appliquant les règles données (Alg. ixé), devient 

x’” -4- mx'^~' dx - 4 ^ m . ^ + &c. on 

X 

(parce que le terme m , ^ , x^~* dx^ eft infini.* 

ment petit du fécond ordre , Sc que les fuivans feroient 
encore d’ordres inférieurs ) , devient .V" m x** — * d x ; 
donc la différence des deux états , ou la différentielle de 
«"jeft x" -f- mx”~’dx — x'", c’eft-à-dire , mx"~'dx. 
S’il y avoit un coefficient ou multiplicateur confiant , cela 
n’apporteroit aucun changement ; il refteroit dans la différen-* 
tielle tel qu'il eft dans la quantité ; ainlî d ( a x” ) eft 
ma*"”' dx^ 
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^ II. Voilà tout ce qu’il eft nécefTaire de favolc 
pour être en éiat de différencier toutes fortes de 
quantités' algébriques ; ainfi tout ce qui va fuivre , 
ne fera plus qu’une application de ces règles. 


Il, Si l’on avoic — , c’eft-à- dire, une fraâion , on 

y 

écriroic ainfi cette quantité xy~' , félon ce qui a été enfeigné 
(Alg, ii8); ic alors appliquant la règle donnée (s), on 
auroit d ( xy~ ' ) z= x d {y~ ') y~' d x , Sc par conté* 

quent ( lo) (xy~’ ) = — xy~* dy y~’ dx. 

Si l’on réduit cette quantité , on aura — JL£Z — | — 

,y‘ J 

y d X — xdy 
~ 


OU 


. , où l’on voit que la différentielle d’une 


X 

(iraéHon — , eft égale â la différentielle rfx du numérateur, 

multipliée par le dénominateur y , moins la différentielle dy 
du dénominateur, multipliée par le numérateur x , le tout 
• divifé par le quarré du dénominateur ; & c’eft la règle que 
l’on donne ordinairement pour différencier les fraélions ; mais 
on peut fe difpenfcr , comme on le voit , dç charger encore 
la mémoire de cette nouvelle règle : il fuffit de faire paUèr té 
dénominateur au numérateur, félon la règle donnée (Alg. ii8]| 
& de différencier enfuitc. 


15. Si l’on veut différencier ax^y' ^ on regardera d’aborJ 
at’ & y'' comme deux variables (Impies , & (9) on aura 
( a x> J* ) = a X* d {y' ) -J- ay^ d ( x* ) ; puis (10) on 
aura d {a X' y*) = i ax> y dy -1- } ay^ x’ dx. En général 
d (ax"^'*) = ax" d(^y") -+- ayd( x” ) = nax”y*~\ 
dy -t- m a y x’^~ ' d x^ ^ 
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14. Si la qiianticé qu'on reut difTérencier j eft complexe 4 
mais (ans renfermer de puHTances de quantités complexes , oA 
didcrenciera féparémenc chacun des termes qui la compofent; 
àinh d {ax' -1- ix' -f- cxj/) = ^ ax^ dx xtxdx + 

cxdy ■+• cji dx. De même d (ax' -i- i x -i- ^ ) = d( a x' 

x' 

*h ^ X -i- cx~* y ) = xaxâx -+- hdx — x cx~^ydx •+• 
cx~'dy. De même d( x'y -J- ay' J =s ^x'ydx -+> 

*• H- X ay dy , en fe rappellant que la conftame b* n’a 
point de difFêtcntielle , ou que (a différentielle eff zéro. 

tj. S’il y a un ezpofant total, comme dans (« H- été -fJ 
ex*)’, on regardera toute là qdantité affeÂée de cet ezpolant, 
comme une feule variable que l’on différenciera félon la réglé 
donnée (10) pour les puiiTances; aiud d{a -H bx - 4 - ex')* 
= î <a-t-J>x-hcx')*xd(a -4- b x -i- c x' ) ==s 
5 (a bx -J- ex')' X ( b dx -J- X e xdx ), De mêmd 

d ( a -i- b x' = y (a -4- b x' d ( a -i- b x' ) 

/ ( a -H bx')~^ X ibxdx = ^bxdx ( a -i- bx')T* 

16. Si la quantité étant toujours complexe, étoii d'ailleurs 
compofée de ditf^rens faâeuts , on regatderoit chaque faâeux 
comme une variable (impie , & l’on fuivroit la règle qui a été 
donnée (ÿ) pour un produit de plulïeurs variables fimples ; 

aind x’ ( a + b x' qu’on peut regarder comme com- 

pole des deux faéleurs xl & (^a b x')'* , donnera d 

t x« ( a -f ^ X* )T ] = ( « -(- ^ X* )T ( x« ) -fi 

X* d ( a -(- b X' qui , pat Içs règles précédentes, 

devient,, 

3 * - * 

t 
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% «’ du (a ■+■ bx')^ if b X* dx (a -h bx')". Pareil- 

leineuc d ^ ^ [f* ■+• **/)* X ('»-+- ^ J *] 

i J"’ -t- (x -i- b)-' d ( x ■+■ «;>,* 
c’cfl-â-dire ^=1 — x f * -f- a)* f' * - 4 - d x ■+• 


a)' d X !f qui fe change en 

■1 (x a)* dx .1 • . 

-1-!- i^TÎ— > fe i 

(x-+-b)* 


(x-i- %b — xa) f X + a)' dx 
' (x + b/ 


17, Si la quantité propofée cil radicale , on fubf- 
ticucra aux radicaux , des eipofans firaélionnaires , comme 
il a été enfeigné ( Alg. 105 ; , & l’on différencieri 
enfuiie félon les règles ci-defliis. Aihfi d (\/x) =x 

d (x^) =» î x~~^dx ; d (Vx^) =z= d (x f) = 

|x ldxid[v'(aa — xx)]'=d(aa — xx)^ = 

_ 1 ' * 
\(aa — xx) ‘d(aa — xx)x=. — xdx(aa — xx) 

= ■ ^ <'*” ^ tra + i*-;']; = 

V (da — XX ) 

f f 

d [** (a -h bX') I ] x= x” d (a bx” ) 1 -h 

(a -i- bx^jT d (x"") = d.x 

^mx”-' dx(a-h bx") 1 . 


Des Différences fécondés , troifièmes , fi-c. 

18. Indépendamment des diiTércntlelIes que 
nous venons de confidérer, 3 c qu’on appelle Di/- 
féreneet premières , on confîdère auflî les différences 
Mécanique. I, Part, B 
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faon.ks, tTotfùma, &c. Pour marquer celles-ci, 
on fait précéder la variable, de deux lettres d, 
il s’agit d’une différence fécondé ; de trois lettres d , 
s’il s’agit d’une différence troificme , & ainfi de 
fuite -, par exemple , dix marque la diftérence 

fécondé de x, 

Lorfqu’il s’agit des différences fécondés , on 
regarde la variable comme augmentant par degrés 
inégaux, mais dont la différence eft infiniment 
petite à l’égard de ces accroiffemens memes. Amfi 
ddx eft infiniment petite à l’égard de àx. De 
meme, dans les différences troifièmes , d ddx ou 
d^x (car on les marque également de ces deux 
manières) eft infiniment petite à l’égard de ddx; 


Sx. ainfi de fuite. 

Pour marquer le quarré de d x , on devro.t 
naturellement écrire, (dx)’; mais pour l.mphfier 
on écrit dx% ce qui ne peut caufer de meprile , & 
Ctre pris pour la différentielle de que nous 
fommes convenus de marquer ainli d (a*). 

Obfervons bien que quoique ddx & dx’foient 
tous deux infiniment petits du fécond ordre ces 
deux quantités ne font pas égales entr elles-, ddx 
eft la différence fécondé de x, ou la d.fference de 
deux différences confécutives de x ; & d x’ eft le 
quarré de d x. 

* Pour déterminer les différences fécondés, ce qu. 
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fe préfcntc naturellement eft de confidérer la cjuan- 
tité variable , dans trois états confécutifs , infi- 
niment voifins j prendre I2 dilTerence du fécond 
état au premier , celle du troifième au fécond j Ôc 
enfin prendre la diffe'rcnce de ces deux différences. 
Par exemple, le premier état de x eft ar ; au fécond 
înfiant , x augmente de la quantité d.v & devient 

-J- dx ; dans l’infiant fuivant, a: dx aug- 

mente de la quantité dx -4- d {dx) , d {dx) 
marquant ce dont Üaccroilfemcnt du fécond infiant 
furpaffe celui du premier, ou la différence de dx, 
Ainfi les trois états confécutifs de la quantité x 
font X, X -h dx, x -4- 2dxH- d {dx). La 
différence du fécond & du premier eft d x ; celle 
du troifième & du fécond eft dx -4- d {dx) ^ 
enfin la différence de ces deux différences ou la 
différence fécondé de x, eft d {dx) ; on a donc 
ddx = d (dx). Donc pour avoir les différences 
fécondés , il faut différencier Us différences premières 
félon les règles qui ont été données pour avoir 
celles-ci. 

Par exemple, pout avoir la difFécence Tcconde de xy, 
je prends fa difFcrence première qui eft xdy ■+■ ydx ; 
je diHcrencie maintenant celle-ci , comme (\ x Sc d x , 
y & dy écoienc autant de variables dilférçntes , & j'ai 
xddy -f- dydx -i- dydx y ddx, ou xddy 
xdydx -J- y d d X. Pareillement, la différence fécondé 

Bij 



» 
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Je V fe “ diffctenciapi d’abord **, ee q.il 

donnl »xJ*; puis différenciant x * rfx " * 

& ix étoienr deux variables finies, ce qu. 

On trouver* de meme que. ^... 

dd {ax-)^ d{max’-'dx) = m.{m- i)ax 

max^~‘ ddx', 1 II. 

Si l'on avoir i différencier une quantité dans laquelle 

il entre déjà des différences premières, foit quelle vint 

1 ne vint pas d’une différenciation exa^e on rutv.« 

U mime méthode. Ainfi d ^xdy) ==xddy^ dxdy, 

Jl_\ = d (^x-'dy) 


Pareillement d (-■ — ) 

J f dx ^ 

^ x-'ddy. De même d 
ddxdy-' - dxdy-^ddy == 


; — *”* dxdy 
d {^dxdy-') =a 


ddx 

dy 


dxddy 
■ dy^ " 


ip. n arrive Couvent que dans les calculs où il 
entre plufieurs variables , on fuppofe confiante la 
différence première de l’une de ces variables. Cette 
fuppofition qui eft permife. parce qu’on peut tou- 
jours prendre une des différences premières pour 


. U peut fe prifenicr , fur j 
cjtte manière de prendre les dif- 
férence. fécondés, une difficulté 
ou'il eft bon de prévenir. Quand 
„„ aérennine les didérence. pre- 
„Ü„S , on teiette les quantités 
infiniment petites du fécond ordre -, 
or les dilfirenccs fécondés étaut 
,ufli infiniment petites du fécond 
ordre, ne doit-on pas craindre 
ejue ce qu’on a rejeté, dans l'é- 


valuation des premières , *e rend» 
les fécondés défeaueufes ! Non , 
parce que cet infiniment petit do 
fécond ordre , qu’on a rejeté , 
ne peut donner pour fa diffeten- 
tielle qu’un infiniment petit d» 
troifièrae ordre, qui doit être rejeté 
vis-à vis de la différence fécondé . 
puifquc celle-ci eft infin'mcnt petite 
du fécond. 
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terme fixe de comparaifon des diiFérences pre- 
mières; cette fuppofition , dis- je, Amplifie les caf- 
culs , en ce que les termes afTeâés de la dificrence 
fécondé de cette variable , ne fe trouvent plus dans 
le calcul , puifque fi dx eft confiant, qn a idx 
^ O , ce qui fait difparoitre . tous tes termes 
afieâés de ddx. U n y a d’au.tre attention à. avoir 
dans ce cas que de ne point différencier dx (ou 
la différentielle confiante), dans, les termes, où elle 
fe rencontre.. 


Ainfi , la différentielle de — — , ptifè en fuppofant d x 

dy 

Confiant, ou d {dxdy~') ^ dans cette même fiippofiiion-, 
eft — dx dy~* ddy ou — Si, au contraire,. 


On fùppore d y confiant , elle eù 


ddx 

dy^ 


20. A l’égard des différences troifièmes., ott 
voit, en raifonnant comme ci-delTùs , que pour les 
avoir il faut de même différencier , comme â l’or- 
dinaire , les différences fécondés en segardatu les 
variables., leurs difiereoces premières & leurs dif- 
férences fécondés , comme autant de variables dif- 
férentes , & ainfi des autres différences plus élevées. 
Il faut feulement obferver que fi dans le paffage» 
des premières différences aux fécondés , l’une des. 
dificteaces premières a été fuppofée confiante, on 

B «i 
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doit la regarder comme confiante dans toutes les 
autres ditférenciatlons. 

Remarque. 

21. Ijlous avons fuppofé , dans tout ce quî 
précède , que les variables x , y , &c. augmentoient 
toutes en même temps j c’ell-à dire, que x devenant 
X d X , y devenoitj -f- dy , Si ainfi des autres. 
JSLis il peut arriver que les unes diminuent pendant 
que les autres augmentent. Dans ce cas il faut, après 
la di.Tércnciation , donner dans le réfultat , le ligne 
■ — , à la difTérentielle de la variable qui va en 
diminuant. Ou bien , on peut lailTer la difTérentielle 
telle que la donnent les règles précédentes ; mais 
dans l’application qu’on en fera à une queflion , il 
faudra avoir foin de prendre négativement la quan- 
tifé que repréfente la difTérentielle de la variable 
qui va en diminuant. 

En effet fi y vient à diminuer d’une quantité j , & 
que par la différenciation vous ayez fjppofé tacitement 
que y devenoie y -+- dy , il faut donc que y — Ç — 
y H- dy, ou que — q ■=: dy , o\\ que q = — dy i 
ainfi dans ces cas, ce que vous auriez appelle vous 
l’appeliercz — dy par - tout ailleurs que dans la diffé- 
renciation J nous vrtroas des ezeraples de cela , par la 
fuite. . 

Il en fera de même des différences fécondés d l’égard 
des diférctiçcs premicics. Si la riiÎJércncc première va en 
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dtininaant , vous n’cn différencierez pas moins comme à 1 or- 
dinaire, mais dans l’application à quelque qucflion , vous 
appellerez — ddy, ce que vous auriez appellé ddy , fi dy 
eA la différence dont il s'agit. 

Telles font les règles pour diîférencier les quan- 
tités , lorfqu’elles font préfentces immédiatement. 
Mais il arrive fouvcnt que ce n’eft pas tant fur 
les quantités memes que fur certaines exprefllons 
de ces quantités, que l’on a a opérer. Par exemple, 
au lieu des angles on emploie fouvent leurs linus , 
tangentes , &c. de même , on cft fouvent forcé 
d’employer les logarithmes des quantités , au lieu 
des quantités nsêmes. Voyons donc comment on 
doit différencier ces fartes d’expreflions. 

Des différentielles de Sinus , Cofums , 

22. Lorfqu’on a à différencier une quantité 
telle que fin. T fi"“s de l’angle ou de l’arc 
il faut concevoir que l’angle ? devient ^ -4- d ? ; 
& alors fin. (? -+- dt) — fin. ï eft la différentielle 
de fin. ?. Or félon ce qui a été dit f Céom. 286} , 
fin. ( î -f- d? ) = fin. î cof. d î -t- fin. d f cof. , 
en fuppofant le rayon = i. Mais le finus d’un 
arc infiniment petit 7 eft cet arc lui-même , & 
fon cofinus ne diffère point du rayon \ on a donc 
fin. dj = d 7 , & cof. d 7 = I ; donc fin. ( î -H d 7 ) 
= fin. 7 4- d 7 coC 7 J donc fin, ( 7 î ) — ~ 

B iv 
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fin. ç , ou i ( fin. î" ) = 1" cof. T i c eft-à-dîrc , qu’o/l 

a la différentielle du finus d'un angle ou dun are 
4 cnt le rayon efi l'unité , en multipliant la différent 
tielle de l’angle par le cofinus de ce même angle, 

33. Pareillement, la différentielle de cof, 7 ou 

cof. (î -f- dj ) — cof. 3 =3 cof. î cof. d\ — fin. î 
fin. d X ' — cof. f , puifque {Géom. 287) cof, (f •+• 
d { ) = cof. î cof — fin. 7 fin. d 3 ,* dqnc , eu 
egard à ce que fin. d 3 = d 3 , & cof d f = i , 
on a d ( cof. 3 ) = cof. 3 — d 3 fin. 3 — cof. 3 =* 
’ — d 3 fin. 3 ; ceft-à-dirc , qu’on a la différentielle 
du crffnui d'un angle dont le rayon tjî 1 j en mul- 
tipliant la différentielle de l’angle ( prife avec uu 
ffgne contraire ) par le Jtnus de ce même angle. 

Ainfi , pour récapituler, on a d (fin. 3) = d 3 
çof. 3 , & d ( cof- 3 ) = — d 3 fin. 3. 

A l’ajde de ces deux principes , on peut diffç* 
rencier toute quantité compofée de linus & de 
cofinus , de cela en appliquant les règles données 
prcçcdemment, 

Ainfi, pour difierencier cofi 33 » d (coC j|) =s 

fin, 33. De même d ( coC m{) {rn étant un nombrç 
çoi flan: ) = — md\ fin. nf{;Sid (fin. mç) == mt/3 cof. mj, 
Pareillement d ( fin. 3 cofi r ). = cof. ( </ ( fin. 3 ) -4- 
(in. \ d { cof. t) d I cof. t cof, 3 — dt fin. 3 fin. /» 
Pc même d (fin. 3)’“ es m ( fin, 3)"*”* d (fin. 3) =s md^ 
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fin 

ti. Si l’on avoit ■ ‘ -- qui ell l’exprertion de la 

col. { 

langeme de l’angle ^ lorfque le rayon eft i , ( piiilque 
( Giom. i8i) on a cof. : i ; : fin. { : rang, t) , on auroi; 

= d[C(în.{) (cof.{)“'] =dîcof.i(cof. î)~‘ -f. 

J ,r^ / r x-r d f cof. ^ d^Cfin.^;)* 

dî (fin. lY (cof. i) = ■■ - 


d^ (cof. ■+. di(ûn. lY 




-, parce que (Geô/n. »8j) 


( cof. I )* col. 

(cof.î)» 4- (lin. lY = I. 

Donc la diffcftmielU de la tangente d’un angle dont U 
rayon ejl i , ejl égalé à la différentielle de V angle , divi/e» 
fior le quatre' du cofir.us de ce mime angle. 

D’où l’on peur conclure aullî que la différentielle d’un 
angle , ell égale .à la dilférenticlle de la tangence de eet 
angle , multipliée par le quarré de Ton cofinus ; en effet , 

puifque d ) ou d (cang.{) = , on adj =9 


(cof.f)’ 


(cof. î)* d (rang. j). 

a;. Si l’on avoit au contraire 


cof I 


gentc de l’angle { , on auroit d ( 


fin. f 

cofi-t I _ 

lin. [ 


qui eft la cotan-* 
) = d ((cof.t) 


(fin. î)“‘] = — dî fin. I (fin. j)"' — d{ (cof {;)* (fin. 

__ dç fin. f ^ dç(eof^)* _ — df (fin f*) — d{ (cof^)* 
(in.^ (lin. ç)* (Im. {)’ 

*= - ~y^ . ; donc la diffe'reruiclle de la cotangente dwt 
(lin{)‘ 

angle, ejl égalé à la différentielle de C angle (prife nega, 
tivemeni ) divife'e par le quarri du Jlnus de ce mime angle. 
Nout verrous , pat la fuite ^ l’ufagc de ces diftctenciacionSf 
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Des Différentielles logarithmiques. 


26. Rappelions-nous ' Aritli. 200) que les loga- 
rithmes font une fuite de nombres en progreflion 
arithmétique quelconque , qui répondent « terme 
à terme, à une fuite de nombres en progreflion 
géométrique quelconque, 

Ccli pofé , fuient y Sc y' deux termes confé- 
cutifs d’une progreflion géométrique , dont r fait 
la raifon , & a , c', les deux premiers termes. 
Soient pareillement .v & x' deux termes confccutifs 
d’une progreflion arithmétique, dont b &: b' foient 
les deux premiers termes. Suppofons de plus que, 
X 8e x' font à meme place dans la progreflion arith- 
métique que y 8i y' dans la progreflion géomé- 
trique j auquel cas x ôc x' font les logarithmes 
de ^ & y'. 

Par la nature de la progreflion géométrique , 
{Ariih. Ipy ) on y' = ry, 8e a' =sra; 
fubflituant dans la première équation , la valeur 

de r tirée de la fécondé , on a y = “^5 

Suppofons maintenant que la difl'érence 

y a‘ 


de à J’ eft J , OU que y' = y î ; nous aurons 

•ÎUÎIJ ou I -H — = ^ conséquent 

y y 



• % 
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D’un autre coté , la nature de la progrcfiion 
arithmétique { Anth. 188), donne a' — x = 
l> — b. 

Pour avoir maintenant la relation de ces deux 
progrellïons , fuppofons que la différence af — a 
des deux premiers termes de la première, foit à la 
différence b' — b des deux premiers termes de 
Ja fécondé, comme l’unité eft à un nombre quel- 
conque m , c’eft-à dire , que a' — a : b' — b 
: ; I : m ; nous aurons m [a' — a) = b' — bÿ 
mettant donc dans cette dernière équation , pour 
a' — a 2 c b' — b , les valeurs c u’on vient de 

trouver, on aura JÜÜL = — .v, qui exprime 

généralement la relation d’une progrciïion géomé- 
trique quelconque , à la progreffion arithmétique 
quelconque correfpondante. 

Imaginons maintenant, que dans l’une & dans 
l’autre progreffion , les termes confécutifs foient 
infiniment voifins ; alors ^ qui marque la différence 
de y à jy , fera dy , 8 c x* — x qui marque la 
différence de a' à x , fera dx\ d’où l’équation fe 

changera en ~ dx. A l’égard de m qui 

marque le rapport de la différence des deux pre- 
miers termes de la progreffion arithmétique , à la 
différence des deux premiers termes de la pro- 
grçflion géométrique , il n’en fera pas moins un 
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nombre fini , quoique ces deux difFérences foîient 
alors infiniment petites , parce que l’on conçoit 
aifément que deux quantités infiniment petite* 
peuvent fe contenir l’une l’autre » autant de fois que 
deux quantités finies. 

L’équation ■ — ix nous apprend donc 

y 

que la différentielle dx du logarithme d’un nombre 
marqué par y , eft égale à la différentielle de 
ce nombre , divifée par ce même nombre y , & 
multipliée par le premier terme a de la progrdlion 
géométrique fondamentale , & par le nombre pi 
qui marque le rapport de la différence des deu» 
premiers termes de la progreflion arithmétique , à 
la différence des deux premiers termes de la pro- 
greffion géométrique. Comme ce nombre m fixe , . 

en quelque forte , le rapport des deux progreflions, 
on l’appelle le module. 


On voit donc que félon l» valeur que l’on fiap»- 
pofera à m & au premier terme a de la progref- 
Con géométrique , un même nombre j peut avoic 
différens logarithmes. Mais entre tous ces différens 
fyficmcs de logarithmes, celui qui eft le plus com- 
mode dans les calculs algébriques , eft celui où la 
premier terme de la progrdlion géométrique eft ’ 

Ce où le modula eft i. Alors l’équation 


« 
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d IC qui renferme tous les différens fyftémes de 

logarithmes , devient = dx. 

y 

ay. Donc , dans le fyftcme de logarithmes en 
ufage dans le calcul algébrique, la differemielU dx 
du logarithme x d'un nombre quelconque y , tft 
égale à la difereniielle d y de ce nombre , divifée 
par ce même nombre y, C’eft-là le principe d’après 
lequel on peut trouver facilement la différentielle 
du logarithme de toute quantité algébrique ; mais 
avant d’en faire ufage , nous obferverons i°, que 
les logarithmes dont il s’agit ici , ne font point ceux 
des tables ; mais on peut facilement paffer des uns 
aux autres , comme nous le verrons par U fuite. 

a °. Que pulfque le premier terme b de la 
progreflion arithmétique , ne fe trouve point dans 

féquation = dx; cette équation , ainfi que 

l’équation particulière = dx que nous venons 

d’en déduire., ont toujours lieu quel que foit ce 
premier terme b , c’eft-à-dire , le logarithme du 
premier terme a de la progreflion géométrique. 
Donc nous fommes les maîtres de fuppofer pour 
plus de fimplicité , que le logarithme du premier 
terme de la progreflion arithmétique ell zéro ; &c 
comme nous avons fuppofé que la progreflion 
géométrique à laquelle nous nous arrêtons, a pour 
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premier terme l’unité , nous prendrons donc zéro 
pour logarithme de l’unité ; mais il faut bien 
remarquer qu’on en eft abfolument maître. 

En prenant ainfi l’unité pour premier terme de 
la pi -igrcllion géométrique , & zéro pour premier 
terme de la progrelîîon arithmétique , ou pour le 
logarithme de l’unité , les règles que nous avons 
données {Ariih. 207 &• fuiv'.) pour l’ufage des lo- 
garithmes , s’appliqueront également ici ; ainfi , en 
fe les rappellant & les généralifint , on verra que 
au lieu de l {a b) on peut prendre la I b, I 

marquant logarithme. De meme l — = la Ib. 

b 

n 

Pareillement la”' ml a-^ enfin / a"" = la v 


m J ^ 


Cela pofe , appliquant le principe que nous venons 
é’éiablir concernant la différentielle du logarithme d’un 

nombre , on trouvera que J/x = ; J/ (a x) — 

X ' 


d (a -h x) 


«J-t-o: \a-f-* / 


dx 


a/ [/rt— /(a 4- *)] = —Jh±JlL = 

a -h a -h X 

faifant attention que la différentielle de la confiante la, efl 
Béro. 

Pareillement , d l — — =d(éi — lx\ = — 1 

* X 

dl (w*) = d (i/*) = — ,• dl ixy) =3 
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d X 


X 

dx 


y y 


- Jl-; dl 


X y 

d [l(,a x) — l {a — jc)] = •- 




d X 


d [/ (<ja -H *j:)] 
dl\/ {aa-{- xx)=x 


a -i- X a — .r 

d (^aa xx) ixdx 

aa -i- X X aa -t- jrx’ 

d t-' (aj xx) xdx 


xd X 


au ■+■ XX 


V (,ua -t- XX) y/ {.au -t- XX) V {au -i- XX) 

; ou plus commodcmcnt , dl V (aa x x) = 


d [[ / ^ <2U -f- xx)] = ; dl \x”(a ^x")'] = 

<1 J H- X X 

</[/x'"H-/(rt-(- ^ X*)/] =x d (ml X P l (a -+- ix')] = 

mdx npbx’'-'dx ^ ^ 

►- exemples fumlcnt pour laite toir 

coinmciic on doit différencier toutes les autres quantités loga- 
ti'Jiiniques. 


Des DiJJcrentUlles des quantités exponentielles. 


iS.^On rencontre encore quelquefois des quantités de 
celte forme, c*, x^ ; c’cll- à - dire , des quantités dont l’ex- 
pefant elt variable. On les appelle des quantités Expo- 
nentielles, 

Pour l'avoir comment on doit les différencier , pofons 
xr = I ; alors , en prenant les logarithmes de chaque 
membre , nous aurons l xs x= l ^ , & par conféquent 

dl fxr) = ; donc d^ = ^dl (x^) , ou (en 

mettant pour ^ Sc d ^ , leurs valeurs) d (x^) = xr dl (xr)s 
c'eft-à dire, que la diffeteniulle d'une quantité exponentielle 
fe trouve en multipliant cette quantité' exponentielle , par lu 
aijfcrentielle de J'on logarithme. 
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AinG d (xy) —= xt d (1x1 ) = xt d (yï x) 
(dylx H \ Pareillement d (a* y< ) = 

X 

’d (a-) -H d (yi) =x= a’ d (la-) -+- d {ly) =~ 

a* d (xla) yd([ly) = a’ dxla -i- y^(d\ly ), 

De même d (a a. -f- x x )* = (a a -+- x x)' d l 
(<ii -f- XX / = ( aa xx)*d[xl(aa =ï 

(aa -H xx)- [dxl (aa -h xx) -f Lf-lf—l; & ainfi 

aa -i- XX ' 

des autres. On fait afTez fouvent ufage , dans le calcul , 
de la quantité czponciuielle e>, c étant 1: nombre dont 
le logarithme m= i. La dilfcrcntielle de cette quantité « 
efl , lelon ce qui rient d’être enfcigné , c* d (Ic^), ce 
qui revient à (• d (xlc) — c* , dxl c; donc puifque 
Zc eft fuppofô = t , on a Gniplement d (c*) = dxc*, 
C’cG-à-di:e, que cette exponentielle particulière a pour 
didércntielle cette exponentielle même , multipliée par la 
diffcrentielle de Ton expofant. Nous la retrouverons par U 
tiiite, ' 

Applications des Régies préce'dentes, 

25). Pour faire connoître , par quelques exem- 
ples , l’ufage des règles que nous venons de donner, 
te leur avantage fur f Algèbre ordinaire, nous 
allons les appliquer aux objets que nous connoif- 
fons ; c’eft- à-dire , à des queftions de Géométrie 
& de Calcul. 


Applicatien 
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^Application aux Soutangentes , Tangentes , 
Sounormaies f &c. des Lignes courbes, 

30. Pour mener une tangente à une ligrtô 
courbe quelconque A M ( fig. i ) , on le repré- 
fente cette ligne courbe , comme un polygone 
d’une infinité de côtés infiniment petits ; le pro- 
longement MT de l’un Mm de ces côtes, efl la 
tangente que l’on détermine pour chaque point M, 
en calculant la valeur de la foutangente PT, ou 
de la partie de la ligne fur laquelle fe comptent 
les abfciires , comprife entre l’ordonnée P M & la 
rencontre T de cette tangente. Voici comment on 
détermine cette foutangente. 

Par les deux extrémités M & m du côté înfi- 
niment petit Mm, on imagine les deux ordonnées 
MP, mp; & par le point M, la ligne Mr 
parallèle k AP axe des abfcifles. Le triangle infi- 
niment petit ilfrm eft alors femblable au triangle 
fini TPM,Sc donne cette proportion rm ; rM 
: : P M : P T. Oi fi l‘on nomme AP, x ; 
P M , y ; il eft évident que P p ou fou égal r M 
fera d or, & que rm fera dys on aura donc dy 

: dx : : y : P T = ~dL., C’eft-là la formule 

dy 

générale pour déterminer la foutangente de quelque 
courbe que ce foie , foit que les jy & les x fiaient 
Alécani^ue, L Part, C 
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perpendiculaires entr’elles, foit qu’elles ne le foient 
pas , pourvu que les y foient toujours parallèles 
entr’elles. Voyons maintenant comment on applique 
cette formule à chaque courbe dont on a l’équation. 

Suppofons que la nature de la courbe quel- 
conque A M, foit exprimée par une équation telle 
qu’on voudra , où entrent x , y &: des quantités 
confiantes. Si l’on différencie cette équation , il n’y 
aura jamais que deux fortes de termes , les uns 
multipliés par dx^ les autres multipliés par dy. 
Il fera donc facile , par les règles ordinaires de 
l’Algèbre , de tirer de cette équation différentielle, 

la valeur de ^ , laquelle ne contiendra que des at, 
dy 

des y , & des conAantes. Subftituant cette valeur 

dans la formule ou y x ^ , oft aura la valeur 
dy dy' 

de la foutangente, en x, y & en confiantes ; enfin 
mettant pour y fa valeur exprimée en x, que l’on 
tirera de l’équation de la courbe meme , on aura 
la foutangente exprimée flmplement en x & en 
confiantes ; ainfi pour déterminer la foutangente 
pour quelque point M que ce foit , il ne s’agira 
plus que de mettre dans ce dernier réfultat , au 
lieu de X , la valeur de l’abfciffe A P qui répond 
à ce point M. 

Suppofons , par exemple , que la courbe dont il 
•*agit,eft une ellipfe donc l’équadon (■Atg. i^o J eft 
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y y — ^ C <7 « — X > J. Je düTcirencie cette équaiioo , 

a il 


ce qui me donne i y dy — 


b b 


( ad X XX dx ) ou 


» a a y dy = abb dx — x b b x d x ; j’en tire la valeur 
de — , en divlfant d’abord par dy, puie par le mul- 

tiplicateur dt dx, te j’ai - y- - =s — — ; fubftituant 
dy abb — xbbx 


, y dx . y d X x a ay* 


; ecün 


mettant pour y* , là valeur 


b b 


( ax — XX ) que donne 


! . y JC 

l’dquation de la courbe , K tdduifant , j’ai — ou P T s 

dy 

“I ( ax — XX ) ax — xx , .. , 

= , valeur qui elt pre- 

a — IX — X 

cirdment la même que celle que nous avons trouvée (Alg. x^T)t 
mais que l'on trouve ici d'une manière bien plus expédiiivr. 
Remarquons en pallânt , combien ce réfultat jullifîe ce que 
nous avons dit ( j) couchant les quantités que l’on rejece dans 
le calcul ; car en employant ici le calcul différentiel , dont les 
règles, dans cet exemple, fuppufent l’omiilion des quantités 
infiniment petites du fécond ordre, vis-â-vis de celles du pre- 
mier , nous arrivons au même réfultat que dans l’application 
de l’Algèbre â la Géométrie , oi\ nous avions déterminé cetes 
foutangente de la manière la plus direâe & la plus rigoureufe. 
On voit donc qu'en rejetant ainfi les quantités que nous avons 
prefcric de rejeter , on ne fait qu’imprimer au calcul le caraélère 
qu’il doit avoir pour exprimer l’état de la quelUon^ 

On s’y prendra d’une manière femblable pout 

Cij 
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déterminer les tangentes, les founormales, les nof» 
maies , &c. 


Suppofons , pour plus de fimpHcitc, que les x Sr. 
les y font perpendiculaires entre elles ; pour avoir la 
tangente , on comparera de nouveau le triangle 
M m r , au triangle T P M , & l’on aura r m : Mm 
: : PM: T M ; or ï caufe du triangle-redangle 
M r m , oa a M m = y' [(r AI y 4 - (rmy] = 
y {dx' -f- dy^ ); donc dy : ^{dx^ ■+• dy^) 

: : y : T M; donc TM = > . 'f ( dy ) __ 

dy 

y \/ (dx' d y' ) _ y ^ ( dx' H- dy' _ 

V (dy') ^ ^ ^ dy' ^ 


y y ( -+- I ) ; ainfi , différenciant l’équation de 

dy' 


la courbe , on en tirera la valeur de — 

dy 


, dont 


on fubflituera le quarré dans cette expreflîon de la 
tangente; après quoi, mettant pour j fa valeur en x 
& en confiantes, tirée de l’équation de la courbe, 
on aura la tangente exprimée en ar & en confiantes. 
On peut en faire l’application à l’équation à rdlipfe ; 
on retrouvera la même valeur que noue avons donnée 
(Alg. 240). 

Si l’on veut avoir la founormale , on imaginera 
la ligne M Q perpendiculaire à la tangente TM , & 
l’on remarquera que les triangles Alrm, MPQ, 
qui ont les côtés perpendiculaires l’un à l’autre , 


« 
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font femblables ; on aura donc M r : r m P NI 
: P Q; c’efl-à-dire , dx : dy : : y : PQ.=^^^~, 
Donc , après avoir différencié l’équation de la 
courbe , on en tirera la valeur de -4-— , que Ton 

ax 

fubftituera dans ZAl ^ & achevant comme ci deffus, 

dx 

on aura la valeur de la founormale , en x & en 
confiantes. 

Par exerople , pour l’elliplê , l’équation y y = ^ ■ 

H a 

( ax — XX ) étant ditîérenclée , nous donne xydy = 

, ... dy . ~ 

(a dx ixdx ) ; donc — — = • 

O.U dx- ly > 

-, ,, . y d y h h a — x x 

par conlcquent la founormale 


b b 


dx 


( i a — X ) , l» même chofe que l’on a trouvée 

M U 

(A/g 1^6 ). 

Si l’on vouloir la normale NIQ, on la trouverojt en com- 
parant de nouveau le triangle Jl/ rm , au triangle M P Q,. 

Prenons pour (ccond exemple de la formule des foutangen- 
Ks , & de celle des founormales , l’équation à la paralrolc , 
qui (Alg. îÿi ) ci\yy = p x. En difi'érenciant, nous aurons 

. Il dx xy.</y P 

xydy = P dx; donc — — = — = J—' 
• dy P dx 

ydx XV* xpx 

donc la foutangente — = — ' =s x x ; 

dy. P P 

4c la founormale =r ; ce qui s’ac- 

dx i y Z 

corde parfaitement avfC ce que nous avons trouvé (Alg. ij8 
X99\<‘ 

C ii) 
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Pour troifième exemple, nous prendrons l’équltioa y"*’ 
e=a a!” x" qui exprime généralement les paraboles de tous les 
genres. 

On ell convenu d'appellet paraioU, tome courbe donc 
l’équation telle que = a’"*" n’a que deux termes, 

niais où les expofans de x Bc y dans différens membres , fonc 
de même ligne. 


En dilTcrencianc cette équation , nous aurons. 


( m -t- n ) y”**'’ dy = n a" *■ " ' ix ; donc 


( m n ) 


( m n ) 


i donc la foutangenie ^ 

dj 


-, ou ( en mettant pour j''"'*’* là valeur 


na X" • 

- y d X ( m -i- n ) a'” sd' m n ,, , 

a” *" ) , — , — = 1 = X s d oU 

d y n a'" x”~ n 

l’on voit que la foutangente , dans ces courbes, eft égale i 

amant de fois rabfcinë x , qu’il y a d’unités dans rexpofani 

de y divifé par l’erpofant de x , ce qui a lieu , comme nous 

le Pavions déjà, dans la parabole ordinaire, od la foutangente 

ed X X , & od l’expoPant de y divifé par l'expofant de x e(l 

en edet { = i. 


Prenons maintenant , pour exemple , une courbe dont la 
nature fuit exprimée par une équation entre les dilTérentielles 
des coordonnées. Suppofons , par exemple , que la courbe 
J/ J/ ( fg. i) foit telle, que les abfciircs ^ P, ^p> 
étant prifes en progreUîon arithmétique, les ordonnées correlb 
pondantes PM^pm, Sic. foient en progrcHion géométrique) 
cette courbe qu’on appelle /o^nrirAm/ft/r, parce que les ordon- 
nées reprefentant fucccilivenient tous les nombres imaginables. 
Us abfcilTes reptefentent leurs logarithmes ; cette courbe , 
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iis-Je , aura pour équation = dx , puifque noue 

y 

avons vu ( x$ ) que cette équation exprimoit la relation des 
nombres â leurs logarithmes. On aura donc ~ 

& par conféquenc la foutangente deviendra — — ^ 

ou a m ; c’oft-d-dire , que pour chaque point d’une mdmS 
logarithmique , la foutangente P P ell toujours la même , Sc 
égale i autant de fois la première ordonnée A £ <xi a ^ qu’il 
y a d’unités dans le module m, 

31. Lorfque l‘équation de la courbe eft telle 
que X croilTant,^ diminue, comme dans la figure 3 ^ 
alors la ligne r M doit être exprimée par — dy 
(21); & la proportion r M r m : : P M : P X 
qui fert à trouver la foutangente , devient — dy 

t dx : : y i PT = — ; ainfi il n’y aura 

aucune différence pour le calcul; le (êul change- 
ment efl que la tangente au lieu de tomber du 
côté de l’origine A des abfcifTes , par rapport à 
l’ordonnée PM, tombera du côté oppofé ; c’eft 


pourquoi on peut toujours prendre 


y dx 

<ty 


pour la 


formule des foutangentes ; fi les ordonnées vont ea 

décroiflânt , la valeur de ifijL. fe préfentera fous 

ày 

une forme négatiye qui indiquera qu’il faut portet 
cette valeur du côté oppofé à l'origine des ar*. 

C iv 
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Par eiemple , fi on prend l'équation au cercle , rorijrint 
^ étant prilê au ccntic , c cft - a - dire ni ) l’équation 

y y = i a a — XX ; il cft évident que CP ou x (fig.A,) 
croiftant , ou P Al diminue ; aufti la (butangente P T tonibe' 
t-ellc du côté de P M oppofe à l'origine C des abfciflres ; & 
c'eft ce que le calcul dit aulli j car fi l’on dilFérencie , on a 

d X 


iydy = — ixdx, & par conféquent 


, V dx 
donc = 


dy 


—y- 

X 


_ —y . 

~ X > 


— (,i iia — X X ) 

, valeur 


dont le figne — indique qu’elle doit être portée du côté oppofé 

à celui que l’on a fuppofé en prenant . pour foripule 

de la foutangente. 

ridions encore pour exemple, iVquation xy = a a qui 
cft à l'iiypctbolc entre fes aryniptotes (jdlg, i8x); nous au- 
rons xdy -hy dx xxa , & par çonféquçnt ■ = , — 

dy y y 

.. y dx — a: y . 

uonc = = — X ; ce qui nous apprend 

dy y 1 r r 

que pour mener une tangente à l’hyperbole confidérée entre 

(es aryniptotes, il faut prendre fur l'afymptote voifine du point 

Jf/ en queftion ( fig. y ) & du côté de P M oppofé au point 

^ origine des x , la ligne P T =. A P = x^ 

On voit avec quelle facilité toutes ces ebofes fc détcrinlncnC 

pat le calcul didérenticl. 

A l’imitation des paraboles de tous les genres, on appelle 
hyperhoUs , rapportées à leurs afymptotes , toutes les courbes 
dont l’équaiion telle que yt” = aP*" x~" n’a que deux 
termes , mais où les expofans de y & de a: dans différens 
meuibres , font de Cgnes contraires. On .peut encore prendre 
CCS courbes pour exemple; nous le laÜTons à faire au lûâcuri 
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On trouvera que la foutangente eft ~x; c'eft-à-ilire , 

n 

qu’elle tombe du côtd oppofé à l’origine des x , & qu’elle eft 
égale à autant de fois l’abrcilTe qu’il y a d’uuiiés dans l’cxpo- 
Cint de.^ divife par l’expofant de x. 


32. Remarquons encore que 


d X 

d y 


exprime U 


tangente de l’angle que la courbe fait en chaque 


point , avec l’ordonnée ; & 


iL 

dx 


exprime celle de 


l’angle que la courbe fait avec l’axe des abfcifles. 
En effet , dans le trlangle-roétangle M m r (Jîg. r ) , 
on a (en fuppofant le rayon des tables = 1 ) 
rm : : : 1 : tasg. rmM; donc rang. rmM 


= — =5 Donc fi l’on veut favoir en 

r m dy 

quel endroit une courbe, ou fa tangente, fait avec 
l’ordonnée , un angle donné , ou dont la tangente 
efi connue , ayant repréfenté cette tangente par m , 

on aura m = ainfi déterminant , par diffé« 

dy 

jfenciation de l’équation de la courbe, la valeur de 


, & l’égalant à m , on aura une équation dans la- 
dy 

quelle fubftituant pour^ fa valeur en .t & confiantes, 
tirée de l’équation de la courbe, on aura la valeur 
Ou les valeurs de x, qui répondent aux points où 
la courbe fait un pareil angle avec l’ordonnée j & 
fi la courbe ne fait nulle part avec l’ordonnée un 
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■4» 

angle égal à l’angle donné , on trouvera que la 
valeur ou les valeurs de x feront imaginaires , ou 
bien l’équation indiquera une abfurdité manifede. 


Par exemple , dans l’hyperbole qui auroic pour dquation 

vy = » ■+* XX ), on irouveia = LZ — ' 

d y 


lequel étant égale à m , donne = ■ * ^ =z m } 

t a -i- n X a ■+• Z X 

d’oi\ l’on tire y = mrt-t-amae; mais l’équation de la courbe 
donne y = donc m a -t- x m x =s 

V [i (ax ■+■ XX )2 ou, en quarrant, mm a a -t- ^mmax 
-h 4mmxx = xax -t- ixx.'Si l’on demande maintenant, 
en quel endroit ce; hyperbole l'ait, avec l’ordonnée, un angle 
de 45 degrés ; comme la tangente de 45 degrés e(l égale an 
rayon , on aura m = l , ce qui réduit l’équation à <z -t- 
4ex-|-4xx = xax-f-xxx ou ixx-{-x<ix-(><iâe=o, 
qui étant réfolue donne x = — — fenjl 

z= — i aa J, valeurs imaginaires, & qui font 

voir que l’hyperbole dont l’équation particulière cH yy =: 1 
{ax-i-xxj, ne fait nulle part, avec l’ordonnée, un angle 
de 45 degrés. 


Application aux limites des Lignes courbes * 
ù en général J aux limites des quantités^ 
& aux quejlions de maximis 6* minimis. 


33. Nous avons vu ( 32) que exprimoit la 

tangence de l’angle que la courbe ou fa tangente» 
(ait, en chaque point , avec l’ordonnée à 9 l qua 
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exprimoit celle de l’angle que la courbe ou 


fa tangente fait avec l’axe des abfcilTes. 

Donc, pour favoir en quel endroit la tangente 
d’une courbe devient parallèle aux ordonnées , 

il faut chercher en quel endroit la valeur dë 


X 

~jy 


devient zéro, ou, ce qui revient au même , en quel 
endroit dx devient zéro; & pour faveir en quel 
endroit la tangente de la courbe e(f parallèle aux 

abfciHes , il faut chercher en quel endroit 

d X 

devient zéro, ou , ce qui revient au meme , en quel 
endroit dy eft zéro. Car il eft évident que dans 
le premier cas , l’angle de la courbe , avec les 
ordonnées efl nul ; & dans le fécond cas , l’angle 
de Ja courbe , avec les abfcilfes , efl nul. 

Il fuit évidemment de-là , que fi l’on veut favoir 
fi une courbe dont on a l’équation , a , dans quel- 
qu’endroit, fa tangente parallèle aux ordonnées ou 
aux abfcifles, il faut dift'érencier cette équation , & en 

ayant tiré la valeur de , fi l’on égale le numé- 

é/ X 

rateur de la valeur de — , — , à zéro , on aura une 

dy. 


équation qui , conjointement avec l’équation même 
de la courbe , donnera la valeur de x & celle de^ 
qiù déterminent en quel endroit la tangente eft parai- 
Ulè aux ordonnées ; enforte que fi cela arrive en 
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plufîeurs endroits, en aura plufieurs valeurs pouf 
X & plufieurs valeurs pour y. 

: Au contraire , fi l’on égale le dénominateur à 

zéro , cette é<juation , conjointement avec celle de 
la courbe, déterminera les valeurs de ar & de ^ , 
qui répondent aux endroits où la tangente de la 
courbe, devient parallèle aux abfciiTes. 

Pour éclaircir ceci par un exemple familier , prenons la 
courbe qui a pour équation y y ■+• x x = ^ ax — i a a 
•4- ity — hb, qui en fuppofant les a: & les ^ perpendi- 
culaires cmr’elles^ appariicnt au cercle; l’origine des x 8c des 
y étant prife fur un point ^ hors de ce cercle. 

Les lignes P ( fig. 6 ) font x, &c les lignes PA/, PM' 
font les deux xalcurs de y que la réfolution de cette équation 
\ionne pour chaque valeur de x. 

Si l'on différencie cette équation, on aura lydy + t xJx 

> , J 1 . > 1 . • * '■y — » ^ 

ladx -+- ^ b dy , d ou Ion tire — = — . 

d. y î a — IX 

Egalons d’abord le numérateur à zéro , pour avoir les en- 
droits où la tangente devient parallclq aux ordonnées. Nous 
aurons i y — i b = o , ou y = b, Sliblfituant cette valeur 
'dans l’équation de la courbe , il vient b b -t- x x = 3 ax 

— 1 aa H- Z b b bb , ou x x — ^ ax =l= — 1 u , 

qui étant réfoluc donne x =s=s i a + (’^aa J ; c’efl - i - 

dire , X = i U , & X = a ; ce qui nous apprend que la 
Courl>e , ou fa tangente , devient parallèle aux ordonnées , et» 
deux points R 8c A', qui ont chacun pour ordonnée la ligne 
b , Sc dont l’un R a pour abfcine la ligne A ^ = d ^ 
l'autre R' a pour abfciirc la ligne A Q' = i n. 
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Egalons maimcnsnc i zéro , le dénominaieuc de U valeur 

de ■ ^ ^ y pour fâvoir en quel endroit la courbe, ou Ci tan-* 

</ y 

gcnte, devient parallèle aux abfcilTes; nous aurons je — iX 
= O , ou X = i tf . Siibllituant cette valeur dans l’équation 

9 9 

cc la courbe y nous aurons y y H* a a = — aa 

4 1 

zea-q- I t y — h l> , ou^y — liy -t- 1 1> = ^ a a f 
& tiiant la racine quarrée , y — ^ — zh T ^ i y = 
^ ± ï • c’eft-à-dire , y = b { a , 8c y = b — { a ; 
Ce qui nous apprend que la tangente devient parallèle aux abf- 
cilTes , en deux endroits ou points T 8c T' qui ont pour ab(^ 
eifle cominime la ligne A S = { a , 8c dont l’im T' a pour 
ordonnée S T = b ~ ti y 8c l'autre T a pour ordonnée 
la ligne S T =. b \ h. 

Les points Q 8c Q_' font ce qu’on appelle les limites de* 
ablcilTcs , parce qu’entre Q 8c Q' , i chaque abfcilTe AP 
répondent des valeurs réelles PM Sc PM' pour y ; au lieu 
qu’entre Q 8c A , 8c au-delà de Ç' par rapport à , il n’y 
a aucun point de la courbe; enforte que li on fuppofe x plus 
petit que AQ ou a, oa bien plus grand que A Q' ou la. 
On ne trouve aucune valeur réelle pour y. En cHcc, H dais 
l'équation on met au lieu de x une quantité a — y , plus 
petite que a , ou une quantité plus grande que t a , ou telle 
que 1 a -i- q^y on trouvera en téfolvant l’équation , que les 
'deux valeurs de y font imaginaires. 

Pareillement , fi par le point A on conçoit A L parallèle 
aux ordonnées , c’eft-à-dire , l’axe des ordonnées ; 8c que pat 
les points T Sc T', on mène les lignes TL, TL' parallèle* 
aux abfcilTes ; les lignes A L = S T = b — 7 <r , 8c 
A L' = S T b \ a , fout les limites des otdqp- 


Digitized by Google 


' 4 ^ C 0 V tt s 

néti ; car il efl ^videm qu’il ne peut y arotc d’orJonnde plot 
grande que A L' ni plus petite que A L, \». tangente devanc 
être parallèle aux abfcilTcs. Audi , li l’on met dans l’èquation 
de la courbe , au lieu de y une quantité plus petite que b — > 
J a , qu’on mette , par exemple , b — {a — q , oa verra , 
en rcibivaut l'équation , que les valeurs de x font imaginaires. 
La même choie arrivera lï on met au lieu de , la quantité 
^ ï ‘J + ï. plus grande que b |a. • 

34. L’ordonnée S T' eft la plus grande de toutes 
celles qui aboutiflent à la partie concave RV B! 
de la circonférence. L’ordopnéc 5 T eft la plus 
petite de toutes celles qui aboutilTent à la partie con> 
vexe; & les ordonnées QR & R' font, tout- 
à-la-fois les plus petites qui aboutilTent à la partie 
concave , & les plus grandes qui aboutiHcnt à la 
partie convexe. 

35'. Ainfi , la même méthode fert en meme 
temps, 1° à déterminer les limites des abfciiTes &i 
des ordonnées ; 2.° à déterminer dans quels cas la 
tangente devient parallèle aux abfciiTes , ou aux 
ordonnées; 3° enfin, à déterminer les plus grandes 
& les plus petites abfciiTes ou ordonnées. 

36. Or , de quelque manière qu’une quantité 
foie exprimée algébriquement , on peut toujours 
regarder Texprellion algébrique qui la repréfente, 
comme étant celle de l’ordonnée d’une ligne courbe. 
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Par exemple , fi (f LL eft rexprefilon 

d’une quancité que j’appelle y , auquel cas j’ai y =s 
X* ( a — X ) . . 1 

• — -, je puis regarder cette équation, comme 

ti a * 


étant celle d’une ligne courbe dont x feroit l’abrcifie, 
& y l’ordonnée. Alors fi la quantité ^ ~lJ i 2 

a a 


peut , dans un certain cas , devenir plus grande ou 
plus petite que dans toute autre ( ce qu’on appelle 
être fufceptible d’un maximum ou d’un minimum), 
U eft viflble qu’il faut fuivre exademeut la même 
méthode que ci - delTus ; c’eft-à'dire , différencier 


cette équation , & en ayant tiré la valeur de — —, 

d y “ 

égaler à zéro le numérateur & le dénominateur de 
cette valeur. 


37. C’eft à cela que fe réduit la méthode qu’on 
appelle de maximis de minimis , qui eft une des plus 
utiles de l’analyfe , & qui a pour objet de faire 
trouver entre plufieurs quantités qui croifFent ou 
décroiftent fuivant une même loi , quelle eft la plus 
grande ou la plus petite , ou en général celle qui a 
certaines propriétés dans le plus haut degré à l’égard 
de toutes fes femblables. Nous allons en donner 
quelques exemples. 


38. Propofons-nous d’abord de partager an nombre donné 
C en deux parties, telles que leur produit Toit plus grand 


\ 
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qu’cn le partageant de tome autre manière. Nommons » • 
l’une de ces parties ; .l’autre lêra a — x , Sc le produit (en 
ax — Xx; fuppofous - le = y, nous aurons y = ax 
— xx; donc en dilTérenciam , J y = adx — xxdx^ 
d X t 

& par confequent — •' — = ; (ï on égale le 

d y a — 1 X 

numérateur à zéro , on aura i = o , ce qui eft abfurde | 
par confequent s’il y a un maximum , ce n’cft qu’en éga- 
lant le dénominateur à zéro , qu’on le trouvera. Egalons 
donc le dénominateur à acro; nous aurons a — i x — o , 
qui donne x = } <1 , & nous apprend que de quelque 
manière qu’on partage un nombre eu deux parties , le 
produit de ces deux parties fera le plus grand qu’il e(l 
pofliblc , lorfqu’cllcs feront chacune la moitié de c« 

nombre. 


5p. Lorrque , comme dans cet exemple , on 
a rexpreflîon algébrique de la quantité, on peut fe 
difpenfer de l’égaler à une nouvelle variable^; U 
n’y a qu’à la différencier tout fimplement , Sc égaler 
à zéro le numérateur ou le dénominateur, lorfque 
cette différentielle eft une fraétion. Ainfi dans ce 
même exemple je différencierois fimplement a x 

— X X , Sc égalant à zéro la différentielle adx 

— 2 X dx , j’aurois adx — 2 xdx =-o, d’oü 
je tire également x = \ a, 

40. Propofons - nous une qucAion plus générale. 
Qu’il s’agi(Te , par exemple , de partager un nombre 
connu a , en deux parties celles que le produit d’une 
pmffance déterminée de l’une des parties, pat la mem* 

oa 
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ou une autre puifTance de l’autre partie , foit le plus 
grand qu’il eft polTible. Rcpiéfentons par ac la premiète 
partie , & par m la puilfance à laquelle elle doit être 
élevée ; la fécondé partie Icra a — x ; rcprclcntons pat 
n la puiflànce à laquelle elle doit êtte élevée ; alors le pro- 
duit en queAion fera x” (a — a.')". Ditlércncions ce pro- 
duit, Si égalons la différentielle à eéro , nous aurons m*’*"' 
dx {a — x)" — d x = o. Divifant 

tout par x’""' dx (a — *)""'» nous aurons m (a — x) 
— «X = O, oumo — mx — nx = o,qui ÿonne x = 

, Suppofuns , par exemple , qu’il ait été queAion 

m n 

de partager le nombre a en deux parties, telles que le quarré 
de l'une , multiplié par le cube de la Icconde , (bit le plus 
grand qu’il cA pollible ; alors m i , n = On a donc 

X = = ï > c’eA-â-dire , que l’une des parties doit 

X -H } ’ 

être les y du nombre ou de la quantité propofée ; & l’autre 
doit, par conféquem, en être les trois cinquièmes. 

Ce que nous avons dit ci-delTus , à l’occafion 
de la Jigure 6 , fait voir qu’une quantité peut 
devenir la plus grande de toutes fes femblablcs, en 
deux manières differentes; lorfque , comme PM' 
elle a été d’abord en croilfant pour diminuer 
enfulte ; ou lorfque, comme P" M" elle va en 
croilfant pour s’arrêter brufquement en devenarrt 
Q^R'i mais dans ce dernier cas , elle eft tout-à la-fois 
la plus grande de toutes les ordonnées qui aboutilTent 
à la partie convexe ; & la plus petite de celles 
Mécanique, I. Part. D 
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qui aboutirent à la partie concave. Pareillement, 
une quantité peut devenir h plus petite de toutes 
fes femulables , eu deux manières differentes ; 
lorfque , comme P M elle va d’abord en dimi- 
nuant pour augmenter enfuite ; ou lorfque, comme 
P’'M ', elle va en diminuant pour s’afréter bruf- 
quement ,• & alors elle cft tout-à-la-fois un mi- 
tiiimim & un niuximum ; elle elf un minimum à 
l’cgard (îe la branche M'T' M''\ & un maximum 
à l’égard de la branche MTM". 

41. Ainfi , lorfque l’on fait qu’une quantité efl: 
fufceptible d’un maximum , ou d’un minimum , ou 
de tous les deux , pour dilllnguer dans lequel de 
ces trois cas elle fe trouve, il faut, en fuppofant 
que a marque la valeur de x , qui convient au 
maximum ou minimum , fubfllfuer dans la quantité 
propofee, au lieu de .r, fuccellivement 

a , Sc a — (J. Si les deux réfultats extrêmes font 
réels 2 c plus petits que celui du milieu, la quantité 
efl un maximum; fi au contraire, les deux réfultats 
extrêmes font plus grands que celui du mi'ieu, la 
quantité efl un minimum; enfin, fi des deux ré- 
fultats extrêmes l’un eft imaginaire & l’autre réel , 
la quantité eft tout-à-la-fois un maximum &c un 
minimum, 

42. Lorfque dans la détermination d’un nia-i 
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•'amum ou d’un minimum, la valeur que l’on trouva 
pour la variable , rend celle du maximum ou du wi- 
nimiim négative, on doit conclure que le maximum 
ou le minimum qu’elle indique, n’appartient point 
à la quellion adluelle, mais qu’il appartient à une 
quertion ou quelques-unes des conditions feroient 
contraires. 

Par cjtcniple , fi l’on demandoit de parrager la ligne 
.ylli {fg. 7 ) au point C, de manière que le quarré <ia 
la diftance au point A, étant diviféc par la dillance 
au point li, donne le plus petit quotient pollible ; alors 
nommant a la ligne donnée Ali, & a; la patrie AC; 

la partie reliante CB feroit 4 — a: , & par conféquenc 

• le quotient feroit ; difiercncions donc cette au^n-î 

tité, ou X' {a — x)~' ; nous aurons ixdx.{a x)~^ 

H- xUx - x)-- = O, ou -t- „ 

a — X {a — xj- 

ou “X dx — X- d X = O , ou a — X) X O , 

qui donne ou x == o, ou za x ~ 

T , V .14 iu X — O, la première 

valeur indique un minimum , mais qui cft évident fans 

le calcul. Quant à la fécondé qui donne x =-x ^ a fi 

on fubAitue cette valeur dans ï! , celle-ci dcv.eut 

a — X 

4 ‘i* f . . 

ou — 44. Le minimum n appartient donc pas à 

la qucAion aauelle. Mais fi l’on fait attemion à la valeur 
a: = a J que l’on trouve , on verra que le point C 
ne peut être entre A & B ; mais que la quellion aura 
une - ^lution , s’il s’agit de le trouver fur le prolongement 
Àz AB, au-delà de B par rapport à A. Or dans ce cas 

Dij 
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ü nous nommons y4 U, x ; la Hiftance S C ne lèra plu< 
a — a: , mais x — u , & la quantité dont il s’agilToit , 

fera , laquelle étant dilFcrcnciée & égalée à zéro* 

X — a 

, zxdx x'dx , , ,, 

donne = o , ou apres les reduc- 

X — a ( * — a)‘ 

lions faites , x' Jx — i ax dx = o, qui donne r = x<t, 
comme ci-devant j mais cette quantité fubllituée dans 



, la change en 


4 4. Il y a donc un minimum pour 


ce cas. 

Si l'on égale le dénoiuinatenr x — 4 de la différentielle 
à zéro , on a X =: 4 , qui indique un maximum ; 8c en 
effet, lorfquc x = <z, la quantité devient infinie. Mais il n’a 
pas moins le vrai caraéfere du maximum , car foit qu’on (ûp- 
pofe X plus petit ou plus grand que a, on trouve une quant 
tiré plus petite qu’en fuppofant x = 4. 


4.3. Lorfque l’expreflîon d’une quantité qui 
doit être un maximum ou un minimum , renferme 
quelque multiplicateur ou quelque divifeur confiant, 
on peut fupprimer ce multiplicateur ou ce divifeur, 
avant que de diffe'rcncier ; en effet , fuppofons que 

^ répréfente généralement une quantité qui doit 

être un maximum ou un minimum , a &c b étant 

des confiantes ; il faut donc que = o ; ot 

b 

puifque a 8 c b ne font pas zéro, il faut que 
= o ; la conclufîon efl donc la même que fi y 
feul eût dû être un maximum ou un minimum ^ 
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c’eft-à-dire , h meme qu’en fupprimant les faéleurs 
& les dlvifeurs conftans. Cette remarque fert à 
fîmplifier les calculs , dans plufieurs cas. 

44. Propofons-nous maintenant de trouver entre toute t 
les lignes que l’on peut mener par un même point D 
eionné dtins V angle connu ABC ( fig. 8 ) , quelle ejl celle 
q/ai forme avec les côtés de cet angle , le plus petit triangle 
poÿible.^ 

Menons par le point D, la ligne DG parallèle au 
côté AB, & fuppofant EF une droite quelconque tirés 
par le point D , abaifluns D K perpendiculaire fur £C , 
St du point E oa E E rencontre A II , abaifibns E L aulll 
perpendiculaire fur BC. La ligne B C e(i cenfée connue^ 
ainlî que la perpendiculaire DK ; nommons donc B'G =x. 

D-K = é, & la bafe B F ào triangle BEF, nommons- 
la X. Ou voit que depuis un certain terme, plus B F 
croîtra , & plus le triangle augmentera. Au contraire , (î 
B F diminue , on conçoit que le triangle diminuera f. 
mais jufqu’J un certain terme lêulement ; car lî B F der 
venoit prcfqu’tgale à BC, la droite EDF feroit prefque 
parallèle à AB, puifqu’clle lèroic prrete d fe confondre 
avec GD; le triangle lcroit alors extrêmement grand, H 
y a donc une certaine valeur de B F qui donne le plus 
petit triangle poflible. Pour la trouver , cherchtjns l’ex- 
prelTion générale du triangle BEF, Or les triangles (èm- 
blablcs BEF, GDF donnent GF : BF : : DF : E F 
Ce les triangles femblables D K F Ce H L F donnent 
DF:£F:i DK : E L ; donc GF: B F : DK : ELi 

h X 

c’eft-i-dire, x — a z x : : h : EL = ; donc 

X — a 

EL X BF 

la furface du triangle BEF y qui tft — ,, fcr4 

D iij. 
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~ X *c * 

X — , ou — — — , Il faut Jonc qu’cn JilTcrcn* 

oc — il i X — a 

liant cetre quamitc , le luimcratcur ou le Jénominatcuï 
J;vicmic zéro, ou bien, comme ou peut (43) fupprimer le 

X X » 

faflcar confant j il fuffira Je djllccencicr ; nuis 

X — U 

fans refaite ce calcul que nous avons déjà rencontré (41), 
nous conclurons , de même , que x = t ; donc fi l’on 
picnJ Jj F ~ la = Z li G , la ligne FDE que l'on tirera 
par le point D , donnera le triangle F B E pour le plus petit 
triangle demandé. 


4f. C fil- ri fions malnuniint /’iirmi tous les parallcTtplp^dcS 
de mifr.e furfiice & Je ric'ote tuuieur , quel ejl celui qui a 
/.; plus terun.le c.ip.uiie'. 

Nummon» fi la luutelir , e u la furface du parallelipi- 
pede ; a: & y les deux côtés du reélang'e qui firt de 

bafu. La furface totale ell compoléc de (ix reéfanglcs , 
dont deux ont clucun h pour côté ou pour liauteur , & 
ce pour bafe ; deux autres ont h pour liauteur , & y pour 
baie ; enfin les deux dcinicrs ont x pour baie , & y 
pour hauteur ; ainfi la furface totale a pour cxprclTion 
Z h X -+- Z hy -+- Z X y ; c’efi-i- dire , que l’on a 

Z h X + z/:y-+- Z X y — c Cl Quant à la capacité 

eu folidité , elle eft h x y. Puis donc qu’elle doit être 
la plus grande de toutes celles de même furface , il faut 
que fa dilTcrcntielle hxdy -H hydx feit = o , ou 

(ce qui revient au même) il faut que xJy -i- y d x = o, 
Liais l’équatio'n z h x -h z h y -r- lya: = ce, q'.tj 
exprime que la furfice de tous ces par.ilIélipipèJcs eft 
conllantc ou la même , donne z h d x -4- z h J y -4. 
IX Jy - 4 - lyJx = O. Sulftimant donc, dans cetto 
cqudttoa , la vaicur de d x , tirée de la ptemi-re , on 


Digitized by Google 


DE Mat HÉ .\I JT I QU E 5. JJ 

aura , apres les réduclions fai;cs , y i= * la b.ife doit 
donc é:re un quarré. Pour en coiinoîrrc le cô;é , il faut 
mettre pour y fa valeur x dans réquaiion ^hx-^-^/ly-^~ 
Z X y = f e, qui deviendra par-là , ^ h x -i- i x' = cc , 
Si qui étant réfulue , donne j£ = — ^ dz 
dont la racine x = — h — \ {kh -H j cc) , étant néf^a- 
tive , ne peut feivir à la qucllion préfente ; ainlï la valeur 
convenable de x, eft a: =c — h -t- v' (.fi à -h 'i c c). 

Si l’on demande à préfent , quelle doit (ire la 
hauteur li , pour que le paralleUpipède aie la plus grande 

folidite' de tous ceux de meme furface ; on remarquera 

que puifque. la hauteur étant h, la bafe doit être ua 

quarté , cette folidite fera exprimée par h x x ; il faut 

donc que la didétentieile de fi x x , en regardant h Si >: 

comme variables , foit = o ; on a donc i h x d x •+• 
Xxdh = O , ou ihdx ■+■ X d h t= o', en divifanc 

par X. Tilais l’équation », h x -4- lar* = cc, qui ex- 
prime alors que la furface cd conitanre , donne , ctv 

dillcrenciant , s, h d x - 4 - ^ x d h - 4 - x d x = oj 

mettant donc , dans celle-ci , pour d h ^ fa valeur tirée 

de l’équation zhdx - 4 - xdh r= o, on aura, après les 

léduélioBS faites , h = X ; donc le paralltlipipcde chcrclié 
doit être un cube , puiCque fon côté , ou fa hauteur A- 

doit être égal au côté x du quarré ^iii fcit de bile. Pour 
trouver maintenant le côte de ce cube , il faut mettre 

pour A , fa valeur x dans l'cquation 4 A a; -4- z x' = c c ^ 
qui deviendra 4 a:* - 4 - z x^ = t c ou 6 x^ =z c e quv 


donne x = 


(_^).Donc 


de tous les paralic- 


ïipipèdes de même fut face , celui qui a la plus grands 
lôlidité y cft le cube qui a pour côte une ligne égale i. 
ia racine quarrée de la hxrème partie de tctie furface. 

D ii 
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47. On s’y .prendra de meme pour réfoudre cette autre qtieC^ 
lion : Entre tous les tylindres droits de meme furface , quel 
ejl celui qui a la plus grande capacité f 

En nommant x le diamètre de la bafe ; ^ la hauteur ; 
teprércmant par i ; e le rapport du diamètre à la cir- 
conférence ; on aura c x y. y pour la furface convexe J 

pour la furface totale ; Je — pour 


e X y 

I 4 

la folidicé. Cette dernière devant être un maximum , fa 

difTércmielle doit être zéro ; ainlï on a ^ 

a 

c x' d y , , 

= O, ou X y d X -f- X d y = o. D ailIeWa 

4 

la furface étant confiante , fa différentielle e(l zéro ; aiuft 
on a également cxdy -I- cydx -H cxdx xx o, ou 
X dy y d X X d X ■=. o. 

L’équation xydx -+- xdy = o, donne d y — 

. - J^ —1 — ^ Subflituant dans la dernière, ona — xyt/re-H 

X 

ydx ■+■ xdx «xo; d’oil l’on tire = a:. Ainlî entre tous 
les c)lindrcs droits de meme furface, celui dont la hauteur efl 
égale au diamètre de fa bafe , a la plus grande capacité. Et 
réciptoquement , 'entre rous les cylindres droits d’égale capa- 
cité , celui dont la hauteur eif égale au diamètre de fa bafe , 
a la moindre furface. 


Donc dans les mortiers J chambre cylindrique , celui 
dont la chambre a pour profondeur le diamètre de la chambre, 
ell celui où la poudre exerce le moins d’aéUon contre les patois 
(le cette ehamLre. 


48. Cherchons maintenant entre tous les triangles 
de meme contour O de même bafe , quel ejl celui qui a la 
plus grande furftee. 


I 
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Soit a la bafe AB , & •• le contour du trian{;le ABC 
{Jîg. 9). AbailTons la perpendiculaire CB, & nommons AB, 
X ; CB, y ; nous aurons B B — a — x, AC =: V xx -t- yy) 
k CB = V[(ti — xy ■+■ yyl. Donc le contour lera 
V(,xx-i-yy) -h Vlia — x)' -t-y*] -kj, & la furface fêta 

on aura donc V {xx -h yy) ■+■ v' [(** — *)* "+■ ^'3 

% 

J y 

^ a =r c, & il faudra que la différentielle de — - — loit =s 
o; c’eft-i-dire, qu’on aura — = o , & par conféquent 

dy = o. Or réquatipn qui exprime que le contour elf confiant , 

, xdx-^-ydy (n — x). — dx-hydy 

diant diticrenciee, donnera 1 — — 

VfxxH-y» [.J 


. » 1 • N xax 

o , qui à caufè que dj^o^ic redujt a ^ 

o, ou diviCint pat dx, & chafTan: 


les fra£lious , x V [{a — x)' -4- y y] = (<* — *) • 
V{xx-t-yy). Quarrant , on aura xx . {a — x)' xx y y 
= (a — xY . XX -t- (a — x)' . y y ; fupprimant de part 
& d’autre les termes dgaux , & divifant chaque membre pat 

yy, nous aurons xx = {a — x)‘, ou xx == aa — 

a<zx + XX, qui donne x = } a , & nous fait voit que le 
triangle doit être ifbfcèle. Ainfi il faut du milieu de AB, élever 
une perpendiculaire , fie ayant décrit du point B comme centre 
fie d’un rayon égal à la moitié de l’excès du contour c fur la 
bafe a , un arc qui coupe cette perpendiculaire en C , fi l’on 
tire CB Sc C A , on aura le triangle qui a la plus grande 
furface de tous ceux de même contour fie de meme bafe. 


49. Si l’on veut favoir maintenant , quel ejl gene~ 
rniemene entre tous Us triangles de mime contour , celui 
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qui a lu plus f/unie furfscc , il faut reir.arqusr qutf 
quelle que foit la bafe , on voit par la folution précc- 
denre , que x doit toujours en cire la moitié ; c’eft-à- 

dirc, que quel que foit j , on doit toujours avoir x = 

4 a. Cela étant , l’équation qui expriinc le contour , fe réduira, 
à \f (jiia - 4 - jvv) -f- V - 1 - Jj) -4- fl = c, ou 

i »/ (< flfl -4- ) = c — a ; quarrant, on aura a a 

-4- 4 y J = ce — iflc -i- <t a , qui donne j == 

~ ^ ^ . La fut face du triangle qui eft 

généralement , fera donc 

Puis donc qu’elle doit être la plus grande de toutes 
celles de meme contour , quelle qtie foit d’ailleuis la 

b.’.fe a , il faut égaler à zéro la dllferentitllc de . . . 

C — — ^ ou de fl/(cc — lac), 

prife en regardant a comme variable. Nous aurons donc 

</[j \^(<rc — iflc)] ou J [j (cf — iflc)'], c’ell- 

à-dire , du {ec — z flc ) * -— a . eJa (ce — i ae) ^ 

J ,, ^ ! ada 

ou d a s \e c — i a c) — ■ = o , ou- 

V (ce — l J c) 

da (cc i a c) — coda = o , ou céda — 3 cada = o,. 

d'où l’on tire a == — ^ — ; donc la bafe a doit être le 

3 

tiers du contour : & puifque nous avons vu d’ailleurs 
que le triangle devoir être ifol'ecla , il s’enfuit donc qu’il 

doit être équilatéral. Donc de i us les triangles de même . 

contour , le tiiangle cquilaxta! clt celui qui a la plus grande 
furface. 

JO. Dans ces deux folutions , nous n’avons pas 


Digitized by GuOglc 


DE MylTHÉMATIQUES. 

cgalé le dénominateur à zéro ; parce que , dans la 
première , cela nous aurolt donne pour .v une valeur 
imaginaire ; & dans la fécondé , nous aurions 
trouvé a ^ c , qui n’auroit point fatisfait non 
plus à la queftion : puifque fi la bafe étoit la 
moitié du contour, les deux autres côtés fe con- 
fondroient avec cette bafe , & le triangle efi alors 
zéro. A l’avenir , lorfque le numérateur ou le dé- 
nominateur, égalé à zéro, ne nous conduira point 
à une folution admillible ; nous n’en ferons pas 
mention pour ne pis nous arrêter à des reclierclies 
inutiles. 

pl. Dans l’avant - dernière queflion , nous ne 
femmes parvenus à déterminer , entre tous les 
paralléüpipcdes de même furfacc , celui qui avoit 
la plus grande capacité , qu’après avoir confidéré 
les parallélipipèdes de meme hauteur, Pareillement, 
dans la dernière queflion; nous avons détenrinâ 
entre tous les triangles de meme contour , quel 
ctoit celui qui avoit la plus grande fuiface , mais 
en commençant par réfoudre la queflion pour les 
triangles de même bafe. 

Il efl ordinairement plus fimple d’en ufer ainfî; 
c’efl-à dire , de réfoudre la queflion en ne faifant 
varier enfenible que le plus petit nombre poflible 
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de quantités , & faifant varier enfuite & fucceflî- 
vement chacune des quantités qui ont été traitées 
comme confiantes. 

Par cjtcinplc, fi l’on dcmandoic de partager un nombre 
donné , en trois parties , de manière que le produit de 
ces trois parties fut le plus grand qu’il eft pofiible ; en 
nommant * & ^ deux de ces parties , & n le nombre 
donné , la troificme feroit a — x — y , & le produit 
des trois parties feroit xy (a — ac — y), dont il fau- 
droit égaler la différentielle , à zéro. Mais au lieu de 
différencier en regardant x Sc y comme variables en 
même temps , je ne regarderai d’abord que x corama 
variable; j'aurai donc aydx — ixydx — y^dx = o, 
d’où l’ou tire x == Ÿ (a — _> ). Le produit xy (a — x — y) 
fe change donc en ^ y ( — 7 )*• différencie main* 

tenant, en faifant varier y, & j’ai j dy — y — 5 
ydy (a. — yj que j’égale pareillement à zéro, & j’ai dy 
(a — y y — (.“■ — y) = ° » d’od je tire y 

= J ^ ; donc X , la troilième partie a — x — y, font 
chacune | a. 

y 2. On peut auflî faire varier enfemble , fi Toa 
veut, toutes les quantités variables ; puis rafTem- 
blant tous les termes qui font multipliés par la 
différentielle d’une même variable , égaler leur 
fomme à zéro , & faire la même chofe à l’égard 
de la différentielle de chaque variable. 

Ainfi , dans le dernier exemple, j'aurois aydx -t- 
axdy — -^xydx — x^ dy — zxydy — y^dx =s o., 
égalant Icpatément à zéro , la fbmmc des termes affcélé& 
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iâe dx, Sc celle des termes affcAés de dy, j’ai aydx — 

% XJ d X — y'dx = O, k a X dy — dy — x xy d y 
= O ; ou , en divifânt la'première ydx, Sc la féconde 
par X d y, a — xx — y = o Sc a — x — i y = o , 
dquation dont il eft facile de conclure x = ja, & 
comme ci delTus. 

La raifon de ce procédé ell facile â appercevoir , en 
remarquant qu’il n’y a ici d'autre condition à remplir , 
linon que la différentielle totale foit r.cro. Or , cetto 
condition ne peut être remplie généralement , que de 

deux manières j ou , en fuppofant que chacune des deux 

ditfcrentiellcs dx Sc dy, eft égale à zéro , ce qui fatis- 

feroit en eftet , mais ne feroit rien connoitre ; ou bien , 
en fuppofant que la fomme des termes qui multiplient 
ainfî que celle des termes qui multiplient dy , font cha- 
cune zéto ; ce qui eft ptécifément ce que nous avons pref- 

CNt. 

fj. Lorfque les conditions de la queftion 

font exprimées par plufieurs équations , il faut 
avant d’appliquer cette règle à l’équation différen- 
cielle qui doit déterminer le maximum ou le mi- 
nimum , tirer des autres équations différenciées, f 

les valeurs des différencielles d’autant de variables 
qu’il y a d’équations outre celle-là , & les intro- 
duire dans cette meme équation ; alors on applique 
la règle comme s’il n’y avoit eu que cette feule 
équation. 

Ainft , dans l’exemple ci-deffus, du plus grand paral- 
iélipipède , nous avions cette équation x h x -I- x h y ■+. 

2 xy =s c e y 8c la condition que h xy devoir être m 
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maximum. Si donc nous voulons regarder tout-à-!a-folj ÿ 
h, X & y comme variables, l’équation i/t* 4- &c. don- 
nera en diliércncianr , i h d x i x d h i h d y -H 
1 y dh -f- 1 ar dy -4-iyJjj = o;&la condition du 
maximum donnera lixdy -t- hydx -J- xydk = o. De la 

, — -idt — xd\’ — hdy — h.lx 

première , je rire d h =: it ; 

X -i- y 

fubllituant cette valeur dans la féconde , j’ai , après les 

reduftions ordinaires, hx^dy 4 - hy'dx — xy‘dx — 
x^y dy =3 O. Je puis maintenant égaler à zéro , la fomnie 
des termes qui multiplient dx , & celle des termes qui 

multiplient dy. J’aurai h y' — xy^ == o ou h = ar. 

Si h x' — x^y = o ; d’où en divifant tout , par le 
faéteur commun a:*, on tire h — =s o , qui donne 
h = y ; &; puil'que l’on a A. = JC , on a donc aulli 
y = X ; les trois dimenlions A, X,yy font donc égales, 
ce qui s’accorde avec la première foltition ; & en mettai c 
CCS valeurs dans l’équation i h x 4- i /i y -+■ i xy = c c , 

on A 6 h' =z c c , qui donne h =z y' comme dans 

cette même folution. 


yq. Non*feulement on peut ne faire varier les 
quantités que fuccellivcment , ou les faire varier 
routes à la fois , mais on peut encore prendre pour 
confiantes telles parties que l’on voudra de ces 
quantités , pourvu que le nombre de ces nouvelles 
conditions arbitraires, réuni à celui des conditions 
de la quellion , ne foit pas plus grand que le 
nombre des variables , x , y , ^ , qui entrent dans 
Ia queftion. Cette remarque peut être de la plus 
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grande utilité dans pluficurs queftions , principale- 
ment quand il y a des quantités radicales. 

Des Rjyons de courbure , ou de lu Déve~- 
loppce. 

yy. Si l’on conçoit que fur chacun des points 
M , m , m', &c. d’une ligne courbe quelconque 
(fg- lO), on ait élevé des perpendiculaires MNy 
mn, m'n\ &c ; les intcrfeélions confécutives n, n', 
&c. formeront une ligne courbe à laquelle on a 
donné le nom de duvcloppée , parce que ü on la 
conçoit enveloppée d’un fil A UN qui la touche en 
fon origine B ; alors en développant cette courbe, 
rextrcmlté A du tll trace la courbe AM. En effet, 
dans le développement de Nn , par exemple , en 
conlidérant Nn comme une petite ligne droite, 
le fil MNn décrit autour du point n comme 
centre, l’arc Mm auquel il eft nécefTairement per- 
pendiculaire , pulfque le rayon d’un cercle eft per- 
pendiculaire à fa circonférence. 

<)6. La courbe AM étant donnée, fi l’on 
veut, pour un point quelconque M, déterminer 
la valeur de Afn, qu’on appelle Rayon de la déve- 
loppée , on remarquera que Mn eft déterminé par 
le concours de deux perpendiculaires infiniment 
voifincs MN Si. mn. C’eft pourquoi {fig. 1 1 ) m 
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on imaginera deux arcs confécutifs Afm, mm* 
infiniment petits & infiniment peu différens , que 
l’on confidérera comme deux lignes droites ; on 
imaginera aufli M N perpendiculaire en M fut 
Afm & m N perpendiculaire en m fur m m'. Alors 
dans le triangle N Mm, reâangle en M, on aura* 
'3 : fm. M N m : ; m N ou M N : M m, ou 
(à'caufe que l’angle MNm eft infiniment petit) l. 
i MNm i : mN ou MN : Mm ; donc MN ■ 
M m , ^ Qn prolonge Mm, \ angle u m mf. 

MNm , parce que ces deux angles lont 
complémens du même angle Mm N, à. caufe des 
angles droits NMm,&i N mm'; donc M N — 

M m 
U m m' * 


Si l’on mène Mr icmr' parallèles à ^P, d eft 
facile de voir que l’angle umr' étant égal ïmMr, 
l’angle umm! eft la quantité dont l’angle mMr 
diminue, ou la difTéreniielle de l’angle r Mm, ^ 
laquelle doit être prife négativement ici , ou la 
courbe eft concave , & au contraire , doit être prife 


pofitivement quand la courbe eft convexe ; on a 

MN =■ — ■ Cherchons donc 

donc AïiV 

l’expreflion de d (r Mm). Or la tangente de 


r Mm eft 3c 


Ton cofinus ( en nommant d s 

l’arc 
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iy^ ) ) eft — — , ainfi 

a s 


1 ‘are Mm ou f/" ( ** 

qu’il e(l aifc de le conclure de ce que le triangle 

T Mm e(l rectangle ; & nous avons vu ( 24 ) 

que ; étant un angle quelconque , on avoit d ^ 

= ( cof. î d ( tang. ç ) i donc d {r Mm) = 

- d ( -.y- ) } donc enfin M N =s ^ ^ 

ds' dx ^dx‘,.d, 

d s' dx 


dx ■ 


dx*d ( 


■ . C’eft - là la formule pouc 


dx 


) 


trouver les rayons de la développée , quand les 
ordonnées font parallèles» 

57. Pour appliquer ces formules i quelques exemples « 
fuppolôns que 1a courbe A M foie un cercle* qui ait pour 
équation y y =z x a x — « X x ; nous aurons y =3 
^ aix — xdx 

y r xax — XX )i donc dy i= ^ ^ ; dj 


y (’dx' -j- d y' ) fera donc 


('xax - 
a dx 


xx)‘ 


, & J-t. 

(zax — xx) dx 
— dx 


fera j donc d ■■ 

V(iax-xx) KdxJ 

la formule qui ConTient au cas préfent , od la courbe 
efl concare , Sc od les ordonnées font parallèles , eft 

d • 

; elle & cbangeta donc eû..« 




<il d : 


(lax — **) ^ 


a'dx* 


=sï a; c‘eft-i-dire, que le rayon de la 


(a a* — »*)ï 

Mécanifut. L Partt 
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dc/eloppde cft tonjonrs de nicmc grandeur & égal au rayon 
du cercle | cnforce que la développée fe réduit i un point qui 
cA le centre ; ce qui s’accorde avec ce que l’on connoît. 
Prenons pour fécond exemple , la parabole qui a pour 

équation _j* = a x, ou y = ^ax’= a' x', nous aurons 
dy = j æ dx ; donc d s x: + dy'^ ) =s 

y(dx' -i-\ax-' dx^ )^dx -H = 


L = id^x“''} donc = — i a’ «”" * </.v. 


dy 
dx 
la formule 


devient donc. 


i si ^ xl 

I X t ( X ^ a ) * _ 

" ~ï > , 

d X i a* X ^ a X a* 

^K(— .— )• 


j8. Les rayons de la développée fervent à 
mefurer la courbure d’une courbe en chaque point, 
Puifque dans le développement de l’élément N n 
<le la courbe B N {fig. lo), le fil trace le petit 
arc mm' , cet arc mm' a donc même courbure que 
îe cercle qui auroit pour rayon m n. Ainfi , quand 
on a l’exprefllon du rayon de la développée , on 
a pour chaque point , le rayon du cercle qui a 
meme courbure que la courbe , en ce point. Et 
comme la courbure d’un -cercle eft d’autant plus 
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grande que fon rayon e(l plus petit} c’eft-à-dire , 
que les courbures des cercles font en raifon invcrfa 
de leurs rayons, il fera donc facile de comparer 
la courbure d'une courbe, en un point quelconque, 
avec la courbüre de cette meme courba, ou d’une 
autre, en un point quelconque. Ainfi , fi je vouloii 
comparer la courbure de la parabole , à fon origine, 
avec celle qu’elle a à l’extrémité de l’ordonnée qui 
palTe par le foyer , je remarquerois qu’à l’origine 
on a a: = O , & que l’abfcilTe qui répond au 
foyer, eft -j a 291), Faifant donc fuccef- 

fivement, dans l’expreflion du layon de la déve- 
loppée » = o,&ar = ^a, j’ai ^ a & a j/' 2 , 
le rayon de la développée eft donc 7^,3 l’origine, 
& il efl a ^ 2 à l’extrémité de l’ordonnée quf 
palTe par le foyer , donc la courbure , au premier 
de ces points, eft à la courbure au fécond , : : a j/" 2 
; 7 a , ou : : 2 V 2 : Il 

Puifque le rayon MN de la développée n’efl autre 
chofe queje fil qui enveloppoit , ou que l’on peut 
concevoir avoir enveloppé la courbe B iV, il s’enfuie 
donc qu’il cft égal en longueur à l’arc B N plus la 
partie A B dont le fil excédoit la courbe , lorfque 
le développement a commencé, c’eft à-dire , plus 
le rayon de la développée à l’origine A. Donc la 
courbe BIV eft résiliable, c’eft-à dire , qu’on peut 
alTigner la longueur de chacun de fes arcs B N. 

Eij 
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.DU CALCUL INTÈ'GRAL, 

'S9- I L s’agit ici de revenir des quantités diiTé- 
rencielles , aux quantités finies , dont la différen- 
ciation a produit celles-là: la méthode qui enfeigne 
comment fe fait ce retour , s’appelle le Calcul 
intégral. 

Il n’y a point de quantité variable exprimée 
algébriquement , dont on ne puilTe trouver la dlf>. 
férencielle; mais il y a un grand nombre de quan- 
tités diSerencielles que l’on ne peut intégrer ; 
les unes, parce qu’en effet elles n’ont pu réfulter 
d’aucune différenciation; telles font les quantités 
xày, xdy — y à. X y dcc. les autres, parce 
qu’on n’a point encore trouvé de méthodes pour 
les Intégrer; & parmi celles-ci, il y en a dont on 
a lieu de dérefpérer d’avoir jamds l’intégrale. 

Quoi qu’il en foit , on peut tirer un parti très- 
avantageux de celles que l’on fait intégrer ; nous 
allons tâcher de les faire connoitre : nous verrons 
enfuite ce qu’on doit faire à l’égard de celles qui 

♦ Par quantité iifflrmewlU , noua 
entendons ici , non- reulemenc celle 
igui tiruiw d'une did’creucûpen , 


mais en gcn(ral, looie quasuici alTec- 
tee des didirenciellei dx, djr, Scc. 
d’une Ml de plu£eu[s fiables. 
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Te refufent à l’intégration. Commençons par nous 
expliquer fur quelc^ues façons de parler dont nous 
ferons ufage. 

' Nous appellerons fonBion d’une quantité , toute 
exprellîon de calcul dans laquelle cette quantité en- 
trera » de quelque manière qu elle y entre d’ailleurs. 

'AinC y X , a -+-^ h x' y y {a x’^ b x* ) , &c. 
font des fondions de x. 

Nous entendons par quantités algébrlquu y celles 
dont la valeur exaâe peut être adignée. en exé- 
cutant un nombre déterminé d’opérations de l’Al-' 
gèbre & de l’Arithmétique , autres que celles quv 
dépendent des logarithmes. Au contraire , nous 
appellerons quantités non algébriques , celles dont ot> 
ne peut adîgner que des valeurs approchées , ois 
qui fuppofent des approximations i les logarithmes 
font dans ce cas , & il y en a une infinité d’autres. 

Pour indiquer l’intégrale d’une dlfférencielle ^ 
nous nous fervirons de la lettre / que nous met- 
trons devant cette quantité : cette lettre équivaudra 
à ces mots fomme de , parce que intégrer , ®a 
prendre F intégrale , n’eft autre chofe que fommer 
tous les accroiffesnens infiniment petits que la 
quantité a dû prendre pour arriver à un état, 
dlétermmé^ 
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Des Différencielles à une feule variable , qui 
ont um intégrale algébrique ; & premièrement 
des dijfcrencielles monomes, ■ 


6o, Règle fondamentale. Pour ïntégrtr une iiffé^ 
rere elle monome j U faut i" augmenter Vexpofant de 
la variable d'une unité ; 2 .° diviftr par cet expofant 
einji augmenté de l'unité , &* par la dijférencielle de 
la variable ; c cft - à - dire , divifer par ce nouvel 
expofant multiplié par la diiférenciclle de la variable, 

La raifon de cette règle ne doit pas être cher-» 
chée ailleurs que dans le principe meme de la di& 
fcrcnciation fio)- Comme il s’agit de retrouver 
la quantité qui avoit été différenciée, il e(l vifîble 
qu’il faut appliquer des opérations contraires à 
çellcs qui ont été preferites pour la différenciation, 

Cela pofé , appliquons la règle. 




En cfEec, di^x') =.x xdx ; 

I d X Z If 


zs xdx. 


_ . , T , dx a»ï 

De meme fax'dx — r— = — r — zfiax*^ 
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<0 ... -adx - , ax 

Fareillement f . on fax ‘ dx — r- =a 

»■« (- 3 1- O ii* 


Z ** 


En général , m étant un eipofant pofitif ou négatif, cntic» 

a * d X 


ou fraélionnaiie , on aura fa x™ </ * = 


(•iH 1 )dx 


J7I -t- I 

On n’a pas befoin Je cette règle pour trouTcr l’intégrale Je 
dx , ni Je ad» y que l^on voit aifément Jevoir être x pour 
la première , & n x pour la fécondé. Mais fi l’on vouloir y 
appliquer la règle, on remarqueroit que l’expofant de x dans 
ces différenciellcs eft zéro , & qu’elles font la même chofe que 
»° d s Sc ax" dx , dont l’intégrale , fuivant la règle , ell 

X"-*-' dx ax"*' dx 

— , on X Si ax. 

(o-t-i)</x (o-t-i)iZac 

Il n’y a qu’un cas qui échappe à la régie fondamentale ^ 
c’eft celui od l’eipofant m auroit pour valeur — i ; car alors- 
H-» ..O 


l’intégrale devient 


ou — , quantité 


inaflignable , parce qu’elle eft infinie : en effet , fi l’on conçoit 
que le dénominateur , au lieu d’ctre zéro , foit une quantité 
infiniment petite , on voit qu’il doit être contenu une infinité 
de fois dans la quantité finie <t, & que par conféquent la fiac— 
tion fccqit infinie. Nous expliquerons , par la fuite, pourquoi 
le calcul donne ici une quantité infinie ; mais en attendant 
nous ferons remarquer que la différendelle propofee a x'” d x 

qui efl alors an~'dx, oa différencialle de- 

X 

logarithme; c’efl celle de n/x ou de /x*-, ain£ qu’on pctis 
le voir aiTciueni en diâiérenciaai Ç^ 7 ),. 

E iV! 
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^ Si la c’ifférencielle nionome avolt un tadical , 
on fubnitueroit au radical , un expofant {raâion- 

naire. Ainfi pour intégrer adxi/’x^ ^ on Intégrera 

t X 

a d X , x'ï ou ax'îdXf ce qui fe fera comme 
ci-delTus. 

Remarque. 

'6i. Nous avons vu (8) que lorfque dans les 

quantités qu’on avoir à dilférencler , il fe trouvoit 

» 

des termes tout conftans , ces termes ne fe trou- 
voient plus dans la différencielle. Donc, lorfqu’on 
remonte à l’intégrale , il faut avoir foin d’ajouter 
une quantité confiante à l’intégrale. Cette confiante 
aura telle valeur que l’on voudra, tant qu’on n’aura 
pas d’autre objet que de trouver l’intégrale , c’efl» 
à- dire, de trouver une quantité telle qu’en la dif- 
férenciant, on reprodulfe la différencielle propofée; 

en effet , & C , C étant 

J7I -f- 1 ftl 

une confiante quelconque, auront également pour 
différencielle la quantité ax’”dx, quelque valeur 
qu’on donne à C Mais lorfque l’intégration fe fait 
dans la vue de fatisfaire à une queflion que l’on 
s’efl propofée , alors cette confiante a une valeur 
que l’état de la queflion détermine : nous verrons 
cela par la fuite *, mais , à l’avenir , nous aurons 
toujours foin d’en ajouter une à la fuite de chaqu« 


/ 
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intégration ; &’ afin qu’on la reconnoilTe pouc 
telle , nous la défignerons toujours par la mcm« 
lettre C. 


Pes Différencîdles complexes dont V intégration 
rentre dans la règle fondamentale. 


62. i“. On peut encore intégrer par la règle 
précédente toute quantité dans laquelle il n’entrera 
point de puiflances de quantités complexes , ni des 
divifeurs complexes , à moins que ces derniers ne 
fulTent des quantités confiantes. 


Ainfi p«ur iniégrer « ^ x* >4- 


i ** dx 


e dx ^ 


fintégrerai fèparément chaque terme, A j’aoiai 


a X* 


^ h dx 

-H c X + C. PaxeiUemeac riatèerak de Jx -f. . 

3 « x4 ■» 


on de ax» Jx - 4 - 3x“^ </x , eil 


a X* 


b x“* 
— } 


-4- C J 


• a X* 
•U 


3*» 


- 4 - ‘C. 


65. a**. Quand même U entreroit des puif* 
fances des quentités complexes , on intégreroic 
encore par la règle fondamentale , pourvu qu’elles 
ne fe trouvalTent point au dénominateur ; & qu’en 
même -temps leur expofant fût un nombre entier 
pofitif. . 

Pat exemple, fâ .-h j* X dx t^tégrcroit pu la 
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règle ptéo^dence , en élerant a£luellement a -t- i à la troi'^ 
fiècne puiiïance , ce qui C Alg. iz6 ) donneroit j a* è *• 

I a i' X* -i- i* X* , Sc pat conféquenc (a -H à x' dx 
= dx 3 a* i ** <ix -J- ^ab'- x* dx -t- h*x‘ dx, dont 

„ Z a' b JT* 

J jtitégrale , prife terme a terme , eu a* x -t- — ■+; 

3 ai* b* x’ _ 

-2 1- + C. 

S 7 

64. Comme il n’y a pas de quantité com- 
plexe élevée à une puifTance dont l’expofant feroît 
un nombre entier pofitif, que l’on ne puilTe, par 
la meme règle donnée (Alg. 126), réduire, ainfi, 
à une fuite finie de monomes , on pourra donc 
toujours intégrer toute quantité complexe qui ne 
renfermeroit d’autres parties complexes que des 
puifiances dont Texpofant feroit un nombre entier 
pofitif. 

Ainfi , fi j’arois à intégrer g-x* d x (' a -t- i ** ^* -f-’ 
a' x^dx(c -4- «X* -t- fx> )*, je développcrois par la règle 
citée, la râleur de f a >t- i x*^* , & je multiplicrois chaque 
terme du réfultat , par gx^dx;'\z dévclopperois pareille- 
ment la valeur* de (c ■+• ex* )*, & je multiplieroit 

chaque terme du réfultat, par a} x’’ d x ; alors je n’autoi» 
plus â intégrer qu’une fuite de monomes, ce qui ell le cas 
de la règle fondamentale. 

éy. IL faut excepter ici , le cas où quelqu’un 
des expofans étant négatif, il arriveroit qu’après* 
le développement & la multiplication , l’expofant 
de la variablee , dans quelqu’un des texmes ^ feioit 


Digitized by Google 


1 


DE'MaTHÉMATIQV ES. if, 
~ I ; mais dans ce cas on iniégreroit par loga-^ 
rithmes. 


A d X *■ 

Par exemple, fi j’axois — — -.(a 4- i»^’,ou ax~*dx 

• 

( a h x'’ y •, je le changerois en a»"’ ('a* •+■ xafta* 

•i- t* X* ) qui revient à a' *“'</* 4- x a' i x~' d x ■+• * 
ai'xdx, dont les deux termes x~* d x -i- a b' x d x 


ont pour intégrale 


— a' X 


ai*x* 


; mais le terme 
d X 

% b x~' dx qui eft la oi£ine choie que x à' b ■ — , ell; 
(17) la diüc'rencielle logarithmique de ta' b Ix; enforte que 


l’intégrale totale ell — 


a b' 


4- X a* 3 / X 4*- Ce 


66 , 3 ®. SI la quantité dlfférencielle propoféo 
renferme même une quantité complexe , élevée 
à une puilTance qqelconque ( dont l’expofant foit 
entier ou fraéèionnalre , pofitif ou négatif), on 
intégrera encore , fi la totalité des quantités qui 
multiplie cette quantité complexe , eft la différen- 
cielle de cette même quantité complexe, conftdérée 
fans fon expofant total ; ou lî elle eft cette difFé> 
rencielle multipliée ou divifée par un nombre conf- 
tant. Il ne faudra pour cela , que regarder la quandté 
complexe dont II s’agit , comme une feule variable,,' 
appliquer mot à mot la règle fondamentale. 


Par exemple , gdxCa-t-bxyeU dans ce cas , parcs 
que gdx cA la diâürcDdelle de a é a , naltipliéc par 
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qui eft noe quantité conlhinte ; ainfi pont l’intégrer 

P 


cns 


r J r . I gdx (a b _ 

fgdx( a + bx)t = 5 1 ; i - — ^ 4- C-. 

, ip ^ 'i d {^a b x) 


gdx (a^- bx)f*' ^ c = bx)f*' 

^ {p-t-l)bdx (p-^l)b 

En efiêt, fi l’on difTérencie cette nouvelle quantité, on te» 
trouve gdx ( a ■+■ bx)K 

_ • 1 . f j-a-i -Il a^dx-^-^ax<^x 

En examinant de meme la «tiérenciclle — 

V ( a X •+• X x) 9 

«n xaxdx) {a x-i-xx) », on trouvera 

qu’elle «ft iotégiable , parce que a* dx~t-%axdx elV la 
dSfféicDciclIe de ax -I- xx , multipliée {>ar une confiante a, 
'Appliquant donc la règle , on aura f(_a‘ dx ^ axdx} 

■ X + ,.)-• = ^ ^ ^ 

« J (tf ax 4 - zxdx) 

t 

ta(aM -f- 4T#)» -f- Cm 

« » 

Le feul cas, à excepter, efi celui od rexpofaot de la quan- . 
üté complexe feroit — i , alon on intègre par logatithmes ^ 
ainfi que nous le verrons par la fuite. . 


Des Différenculles binômes qui peuvent 
s’intégrer algébriquement, 

67. Nous entendons par di 0 crencldle binôme , 
celle où la quantité complexe la plus compofée , 
cil une puiiTance quelconque d’un binôme. 

S 

Ainfi g*’ d » ( a -t- ^ eft une dHSfteneielle binôme. 
H en efi de même de gxf” d x {a qui peur 
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repréfea:er toute JifFétenciclle binôme , parce que par g, ai 
h , m , n, P , oD peut entendre tous les nombres imaginables 
po£ti£t ou négatifs» 

* I 

On ne fait pas intégrer généralement , toute! 
dififérencielle binôme. Mais on voit , par ce qui 
précède, qu’on fait intégrer une différendelle bi- 
nôme g*™ d je (a dans les deux cas fuivanat 

1°. Quand p eft un no*mbre 'entier pofitif quel- 
conque , quels que foient d’ailleurs les expofans 
m & n (63) , à l’exception du cas mentionné (, 6 ^), * 

2®. Quant l’expofant m de x hors du binôme 
cft moindre d’une unité que l’expofant n de ar 
dans le binôme ; c’eft-à-dire , qu’on peut intégrée 
généralement g x’' ~ \ d k ( n -+• i , quels 

que foient n Sc p , excepté le cas où p i,' 

En effet gx’‘ “ Id x ef^ la différencielle de a -fj 

l Jc" , multipliée par —i— , c eft-à-dire , par une 

’ confiante ; on rentre donc dans le cas dont il eft 
queilion fdd); & par conféquent on intégrera, 
comme il y a été enfeigné , c’eft-à-dire , par la régla 
fondamentale , en regardant a -q- ^ s" comme un* 
feule quantité. 

Outre ces cas , il y en a encore deux autres 
que l’on peut comprendre en un feul , • & qui 
comprennent le précédent : nous allons les fâlr^ 
connolire, 
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68. i". On peut intégrer toute différenciella 
binôme , dans laquelle l’expofant de x hors du 
binôme, étant augmenté d’une unité, pourra être 
divifé exaâerfient par l’expofant de x dans le bi> 
nome, & donnera pour quotient un nombre entier 
podtif. Le procédé qu’il faut fuivre dans ce cas, 
pour intégrer, ainfl que pour démontrer que cela 
eft général , confiée à égaler la quantité binôme 
(fans Ton expofant total), à une feule variable, & à 
exprimer la dÜTérencielle propofée à l’aide de cette 
variable feule & de confiantes; ce à quoi on peut 
toujours parvenir facilement , en opérant comme 
dans les exemples fuivans. 

• Propofons-nous d’abord d’intégrer gx^dx[^a -f* 

Je vois que cette difTérenciclle eft intégrable , parce que l'ex- 
pofant de « hors du binôme, c'eft-i-dire, } , étant augmenté 
d’une unité , donne 4 , qui divifé par l’eipofant a de x dans 
ie binôme , donne* pour quotient a , nombre entier pofidf. 

Je fais donc a -f- é x* = ^. De cette équation je tire 


K* 



. Je remarque que x> dx qui précède la quan- 


mé binôme , vient ( d un multiplicateur conftant près ) de la 
diâérenciation de x* quarré de x* : j’élève donc , au quarté , 

l'équation x* s= ^ , & j’ai x* = 

en différenciant , j’antai 4 x> x r a . ^ ’ * 

fV = (JL^) i 
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Sulil^ituauc pour dx , & pour (a + leats valeurs 

(T J 




xi‘ 


en J , dans gx>dx(a-h^x')'f j*ai 
•U _ Ef-4^, Donc f SX* dx(a + tx*y 

10 '- X P* 


"■'zi' ■' zb' 


a-*)»»* 


.T + ' 


^ 7 $ ! 

ou, (â caufe que ■ ■ eft multiplicateur commun) 


gï 


V—ri_ __^Wc=€i!î1(^x- 

* V (?-<-») î+'/ V >4 

ï — — a ) -t- C; remettant donc pour 7 , là valeur a •+* i »* / 
? 


BOUS aurons 


g 

% b 


— — ( a i ** ) -* 


-1- a]-»-C. 


69. On opérera d’une manière Icmblable , pour roui autra 
cas alTujetti aux mêmes conditions. Prenons , par exemple , 
_ * 

g X* dx i^a b X* ) qui doit être intégrable, puilque 
l'expofant 8 augmenté de 1 , c’eft - à - dire , p , étant divitt 
pat l’expofant } de x , dans le binôme , donne un nombre 

entier polîtif. Je ferai donc a-i-bx* z: i; j’aurai x' = L__f • 

P 

& comme x‘ dx qui précède le binôme , vient ( â un multiplicav 
tenr conliant près ) de la différenciation de x* , pour avoir xr* j« 

cuberai l’équation *• — ^ : j’aurai x' :z difFércn-* 

b * 

tiant pour avoir x*dx, j'ai pa'i/xm:} • 



\ 
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jfc pu conSqaeu s* « s= 


3 * * 


tencielle gx*d» ( a -t- ^x*_) 



' T, fe cbangen donc en yg « 
ou f en (aifent les opération* 


indiquées, c’ell-â-diie , élevant 


ï — " 


au quarré , & muU 


tipliant pu î 


îiJ 




* -T 




H" 


ga} 


, dont l’intégrale eft p 

» *' 3^'(3— t) 

I “• * 

^ H I_ 4 - C » qui , d caulê dit 


3 4 » 
3-î 


3 ^ 


3 4» 

X — ' 




fe réduit i 


multiplicateur commun -- ^ ~ ï » ^ 

- * ” T ^ U— — _liL 4- 3 a* ) 4- f, ou enfin , en 

' V 7 . 4 


remettant pour là valeur a 4- 4 *‘, l’intégrale eft 


fn 4- 3*»;*'*’^ C— Ca+ 4a»;» f^Ca4-4«»; 

H- 3 a» ] 4 - C. 

Telle eft la méthode qu’il fiiudra fuivre toutes les fois que 
l’expofant de a hors du binôme , étant augmenté d'upe unité , 
te divifé pu l’expofant de a dans le binôme , donnera pour 
guotient un nombre entier pofitif. 

70. af. Quoiqu’une quantité dilfércnciellc bi- 
lome ne foit pas dans le cas dont nous venons 

Ûi 


I 
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ifle parler , il arrive néanmoins, alTez fouvent, qu’on i 

peut l’y ramener , à l’aide d’une préparation afTez j 

(Impie , & qui condfté à rendre négatif l’expofant 

de X dans le binôme lorfqu’il efl; poGtIf , ou pofîtir 

iorfqu’il e(l négatif. Pour cet effet , il faut divlfec 

les deux termes du binôme , par la puilTance de x 

qui fe trouve dans ce binôme , & multiplier hors 

du binôme , par cette même puilTance élevée à U 

puilTance marquée par Texpofant total du binôme. 

Par exemple , pour rendre négatif rexpolànc x de x 
dans le binôme gx*dx (n -h K ^ixilê a b x* 

pu ce qui me donne gx*dx ( — -f- >)’, oa 

gx*dx (à*“* - 4 ^ ty i mais comme la quantité ** par 
laquelle on a divifé , eft ccnfée élevée i la cinquième 
puilTance , puirqu’clle ell comprilê fous Tezpolânt total f 
du binôme , il faut , par compenfation , multiplier au- 
dehors, par (**)’, c'cft-à-dire, {Alg, 96) par *'•, ce qui 
donne gx'^dx -+■ i)\ 

En appliquant cette préparation , on trouvera 

'que pluGeurs dlifcrencielles binômes qui ne feroient 

pas comprifes dans le cas précédent, y reviendront. 

Par exemple , fi Ton me donnoic à intégrer 

aadx , , _ i . 

. - oa aadx (aa xx) } je vois 

(<ia -H JC *)* 

qne Texpofant de m hors du binôme , c'efi • d - dire , o, 
étant augmenté de i , ce qui fiiit 1 , ne peut être divifé 
exaâement par Texpofant s de rc dans le binôme ; ma 
j'aurois cote d'en conclure que 1 a quantité propolÜe n'c ^ 

Mieaniftt, I, Part, F. 
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p?.r ir.tifj»raWc ; car fi je renc<s négative la puifTance de St 

dans le binôme, en écrivant 

i _ i . 

a a ( x~ ) * dx (a a x * H” • .) * qui fe réduit 1 

_ I 

aax~'dx ( a a x-*- -i- i ) * ’ je vois alors que — 

3 augmenté de i, c’eA-à-dire, — 3-Hiou — t, 
étant divifé par l'cxpofant — i de JC dans le binôme , 
donne pour quotient un nombre entier pofitif ; ainfi 

faifant a a x~^ H- 1 = » , j’en tire jf* = — ^ ; & 

aa 

comme x~* d x eA ( i un multiplicateur conAant ptès j 
la difFércncicIle de je différencie , & j’ai — i x~* 

d X = — ; d’oil je tire dx = — La 

<1(2 , X a a 


différencielle a a dx (a a •+■ > J * change 

— a a dr — f — r ^ d r 

S- , I ou i i- 


donc en 


1 <1 <1 


l’intégrale eA 


4- C , ou J 


1 . fi — ü 

(en remettant pour fa valeur) (u<2*~* -+- 1 ) ~ 


' , donc 

-f- éT, ou 

" ^ 4 - C. 


C, qui fit réduit à 


V (<ja.v"‘ -t- 1) ' ‘ V' (iia -i- xxj 

C, Ainfi le précédé pour intégrer , eA le meme dans ce cas, 
que dans le précédent. 


71. Nous avons fuppofé qu’il n’y avoit de 
puilTance de x, que dans l’un des deux ternies du 
binôme. S’il y en avoit dans tous les deux , on 
rameneroit la quantité à n’en avoir que dans un, 
en divifant le binôme par l’une des deux puilTances 
de x, qui fe trouvent dans l’un de Tes termes. 
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£c multipliant au dehors par la même puiiïanco 
élevée à la puifTance marquée par l’exppfant du 
binôme ; Sc cela par la meme raifon que nous 
venons de donner (70^, pour rendre Texpofant 
négatif. 


aadx 


Ainfi , fl l’on me propofoit d’imégret — ^ 

^ X y (ax-i- xxj9 

eu a a x~‘ d X (e * -+- * x) ’ je le ckangerois en 

. t i 

aax~' (*) • dx (4 H- x) *, en divifanc le binôme 

par X , Sc multipliant , au dehors , par x élevé à la puif- 
(ânee — ; qui cil celle du bioome. Cette quantité fe 

I 1 

réduit à aax _ (a - 1 -x) Si on lui applique 
la règle du premier cas -(68), on ne trouvera point 
que cette quantité foit intégrable ; mais en tendant négatif l’ei- 
pofant de x dans le binôme, on aura 

I _ • I 

aax ' t (x) » <tx (a x*‘ -t- t ) *, ou an*-» 

dx (a x~' -t- 1) ‘qui (6S) eft intégrable. Fai&nt 

donc ax“‘ -t- I = ï, on aura x~‘ e= . différen. 

a 


aant, on a 


— x"* dx = , ou x“* dx = ^ . 

a ’ 

i 

donc aaX~^ dx (ax~' -H i ^ * fe change en — adi.\ 

, ou — 4^ * d\, dont l’intégrale eft ~~ _j_- 

1 

C, ou — i a^ » -I- r, ou (en remettant pour ^ là valem^ 

t él 

— i a fa X~* tjy -t> C, ou enfin — a a »/ f — -f. i) 

ai- Ci 

F i; 


1 
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Lorfqu’on aura fait fur une diifcreticielle bJ*' 
nome , l’examen des deux cas que nous venons 
d’expofer , (î elle ne fc rapporte à aucun , alors il 
e(l inutile d’attendre une intégrale purement algé-, 
brique. 

Quant aux différencielles trinômes, quadrinomes, 
&c. c’eft-à dire , dont la quantité complexe ren- 
ferme trois , quatre , &c. termes , elles font inté- 
grables dans les cas énoncés {62 Êr fuiv). Il y a 
encore quelques cas où elles admettent une inté- 
grale algébrique ; mais ces cas font en fort petit 
nombre, & fe préfentent rarement j ainG nous n« 
nous en occuperons point ici. 

Nous donnerons plus bas la méthode de découvrir 
celle qui font intégrables , & celles dont l’intégrale 
peut être rapportée à une intégrale donnée. 

^Application des Règles précédentes ^ à la 
quadrature des courbes. 

72. Pour trouver la furfâce ou ( ce qui revient 
îu meme) la quadrature des lignes courbes, on fe 
repréfente ces lignes comme des polygones d’une 
inGnité de côtés ; fit des extrémités M fit m de 
‘chaque côté {fig. 12), on imagine les perpendi- 
culaires MP, mp^ fur l’axe des abfcilTes , ce qui 
décompofe la furface en une inGnité de trapèzeil 
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infiniment petits. Alors on regarde chaque trapèze, 
tel que P pmM comme la différenciejle de rcfpaco 
fini AP M ; parce qu’cn efFet ,_P pmAl = A pm 
- — A P M ==: d {APM). Il ne s’agit donc que 
d’exprimer algébriquement le petit trapèze PpmM, 
& d’intégrer enfuite cette expreflîoa, à l’aide des 
règles précédentes. 

. Mais en confidsrant PpmM comme différen- 
cielle de la furface , il faut remarquer , qu’il n’efi: 
pas plutôt la différencielle de la furface comptée 
depuis l’origine A des abfcifTes , qu’il n’efi: la diffé- 
rencielle de tout autre efpace K P ML comptd 
depuis un point fixe dt déterminé K , puifqu’on a 
également P pmM = KpmL — K P ML = â 
(KPML). Donc, lorfqu’on intégrera, on n’a pas 
droit d’attribuer l’intégrale que donnera immédia» 
tement le calcul, plutôt à l’efpacs APMj qu’i 
toute autre efpace KPLM- qui en difcre d’un 
efpace déterminé & confiant K AL. 11 faudra 
donc ajoutera l’intégrale trouvée par le calcul, una 
confiante qui. exprime ce dont l’efpace que l’on a 
defiein de déterminer, difière de celui que donna 

e 

immédiatement le calcul ; nous verrons dans les. 
exemples que nous, allons donner , comment o:a 
détermine cette confiante. Cherchons d’abord l’ex» 
preffion de l’efpace PpmM, 

ISommons AP», x» PM» y» nous auronat. 

F. iij 
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P P = dx f P tft — y -+- iy. La furface dil 
trapèze PpmM (Géant. 142) eft ^ *<~ P 

Y. Pp — ■ X ix z=s ydx •+‘ 

Mais pour exprimer que Mm eft infiniment petit, 
il faut rejeter qui eft infiniment petit à l’égard 

de ydx ; on aura donc ydx pour l’expreflîon 
générale de la difterencielle ou de l’élément de la 
furface de toute courbe. 

Pour appliquer cette formule à une furface pro- 
pofée dont on auroit l’équation , il faut tirer de 
cette équation, la valeur de^, que l’on mettra dans 
la formule J* alors on aura une quantité toute 
en X & d X , qui , lorfqu’elle pourra être intégrée 
par les règles précédentes , donnera , en y ajoutant 
une confiante , l’expreftion de la furface de cette 
courbe, comptée depuis tel point qu’on voudra. Il 
ne s’agira plus que de déterminer la confiante , ce 
que l’on fera en exprimant de quel point l’on 
prétend compter la furface i nous allons voir com- 
ment cela fe fait. 


Prenons , pour exemple , la parabole ordinaire , qu] 
a pour équation ÿy = p x. Nous aurotis y =z %/ p X 

^onc jdx deviendra or 


gtale de cette quantité (éo) eft 


- i J 
P ' x^ dx 

~TdT~ 


■+; c , en 


Digitized bv Google 


DE MâTHÉM .1 TIQUES. S*7 

-p i X i -f. C} cette derniète exptedïon eft donc celle de II 
^irface de U parabole ; en forte que connoilTant l’abfcilTo 
f, & le paramétre p, on auroit la valeur de refpacc APM, 
ou de l’clpace K.PML compté depuis un point déterminé 
A" , fi la confiante C étoit déterminée, c’cfi-à-dire, fi cette 
intégrale exprimoit aéluellemeot de quel p.oim on compte. 

Suppofoos donc que nous voulons compter les efpaces 

depuis le point A ; alors on aura AP M = 

Pour lavoir ce que dok valoir C, pour que cette équation, 
ait lieu , il faut remarquer que lorfque x devient o , l’efpace 
A P S£ eft auffi zéro ; dans ce cas l'équation fe réduit à o 
— O H- C ; donc C = o ; donc pour que l’intégrale exprime 
lés cfpaces comptés depuis le point A, il faut que la conf. 
tante C foit zéro ; . c’eft-à-dire, qu’alors il n’y a point de 
Confiante â ajouter, & l’on a, en général, l’cfpace indéfinv 

_ Mais , fi l'on vouloir compter les elpaccs depuis le- 
point K , tel que AK ==i ^ étant une quantité connue);. 

alors on auroit A P Jf/Z. y p ^ x * + or ces efpaccs 
K P ML deviennent o , lorfque A P oa x devient = ^ 

4 1 * X ** ' * 

on a donc alors b = ’ p'b^ + C; donc C =z — T/t * A» , &; 
par conféquent KP M L = | p-» * » — f p » A 

On voit par-Il, à quoi fert la confiante que l’on ajoute 
Ch intégrant, & cotiunent l’état de la quefiion , fcul, peut la. 
détccmioer. 

Remarquons que f P * * * = i /» * * * x * ; ot 
IX * i • X 

P » « » sa y y donc ^ p * X ^ oü \ p ^ x * x x ^ x^i. 

F iv 
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4onç puilque exprime l’elpece APHi, cet eP 

pace aura aulE pour exprefllon | xy, c'efl - à - dite , | 
^ 9$ Z’ ilf , ou les J 4u leâangle AP HO , quel que foit 

Pareillement j==^;»Wï}< i; oi, lorfqne te 

= ^ AT = Z, rZquation y y = /tx donne yy z=s pb y Oc 

*1 i. * 

par conféquent y = p * b ^ ; c’eft-à-diie, Kf,=p*b'^» 

donc f;t>i‘ouf/>îiîxi = } ATZ x ^iC# donc g 

puifque l'elpace K.PM.L a pour exprelTipn Jy*x*— j- 
T r 

^ ï ^ , il aura aurtî pour exprcflion \APx PM— f AK x XZ^ 
c'eft-à dire , f APMO — i AXL/. 

La parabole eft la Içule des quatre levons çou^ques j qu| 
foit quatrable. 

Prenons pour fécond exemple , les paraboles de tous, 
les genres , donc l’équation (jo) eft y"'*’" — 


nous aurons 


S = a"-»- 


donc y d X 


' x” * <Z X , dont rmtégeale e^ 


«•♦« ■H-» 

<* X 


+ £■ , qui le rédqit à, 
-+- I 


»n -h 1 n 


çho& que 


(B -f- » n 




+ C , qui cil la même 
' X Jt 4- C, ou Ci 


çaufe que y f= * x" ) fc réduit i ■ 


» n, 


fy 4; C. En forte que G l’pq Teiit compter les çlpaws 
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^PM dfpvis l’origine A des x (fig- 13 ce qui exige 
que Tiotégrale Ibic zdro , quand AP M eil zdro , & pu 
conréquenc quand x eft zdro , alors la confiante C efl zéro g 
& l’on a fimplemenc ■ ”* y ; c’efl-â-ditc , que l’eCi 

J7I -t- X n 

pace efl toujours une portion déterminée du produit 

xy ou du reélangle APMO f il en eft une partie eiprimée 

pat la fcaélion ^ , dont la valeur dépend de celles 

m -t- in 

de m & de n ; c’efl-d-dire y du degré de la parabole. Ainfî 
toutes les paraboles, font quatrables. 


Qn trouvera, de même, que toutes les hyperboles rapport 
tées i leurs afÿmpcotes (excepté l’hyperbole ordinaire) font 
quarrables. Mais cotnme dans la détermination de la conf« 
tante , on uouve quelquefois une quantité infinie , il n’eft 
pas inutile d'examiner ici ce qu'elle fîgnifie, Soit donc y", 
s réquation de ces courbes , on aura y 


y donc y J X = a " x " ix, dont liai 




t^grale efl 


“ ♦ ■ 

C , ou — ^ — a X 
m — n 


•)- Çy quantité od il n’y a aucune difficulté pour décerminea 
la confiante, lotfque m furpaflë n. Mais lorfque m eft plus 
petite que n, on trouve une quantité infinie pour confiante^- 
Iqtfqu'on veut compter les efpaces depuis l’origine des te; Ac 
une quantité finie , quand on compte de tout autre point.' 
Suppofons , par exemple , m = t Sc n =r x ; auquel cas 
l'équatiop eCk y sa a* x~' ; la ftitface fe réduit alors d 

wf fi’ "t* C, ou Ç — • Donc fi l’on veut comptei^i 
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let erpaces depuis l’origine jS des x, il faudra que C 
— foit zéro, loifque x = o } c’eft-à-dire, que C — 

X O 

s= O, & par ccnfequent C = , c’ell-à-dire , e(l InfînL 

O 

'Au contraire, Ci on veut compter les efpaces depuis lé point' 

JC , tel que À K = b ^ on 2. C = o > qui (lonne 

b 




C = “T"* Voici ce que 
b 


cela Ggnifîe. 


» v-l 


a'x 


ou y 


La courbe qui a pour équation y 

— ^s’étend â l’infini le long des afymptotes AZ, AV 
^ 0 
(fig, 14); mais s’apptochc beaucoup plus près de l’afymp- 

tote A Z que de rafymptote A 2 ", ainfi qu’on peüt le dé- 
duire de Ton équation ; en forte que fi l'on compte les efpaces 
depuis l’afymptote A V, ils font infinis , parce que l’elpace 
compris entre cette afymptote & la branche infinie £S,, eli 
infini. Ainfi , il n’cft pas poflible d’affigner les efpaces APMS- 
comptés depuis l’aTymptote A Y. Au contraire les efpaces 
compris entre la branche B Aï ti l’afymptote A Z jufqu’J 
l'nfinl , ont une valeur finie , parce qu’après un intervalle 
allêz court, la btanche s’approche très- rapidement de fon afymp- 
lote , en forte que l’efpace infiniment long K L JÏO Z a 

pour exprcflioD ^ & P MO Z =s — & par confé- 

b X 

quent AT CMP = — , D’od il fuit que quoiqu'on 

se puilTe pas avoir les elpaces comptés depuis A Y, on peut 
néanmoins avoir les efpaces AT LAÏP comptés depuis ua 
point K pris fi près qu’on le voudra de A Y, 

Prenons pour troifièrae ezcmplc , la courbe qui auroit poui^ 
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tquatioD y = , Sc qus l’on reconnoltra avoir la 

a a 

figure marqude {fig. i j ) , en donnant confdcutivemenc i x 
dci valeurs arbitraires , & une valeur déterminée ï a. 

ün aura donc ydx =z , dont 1 intégrale 

dd 

(6o) ti^fydx ou APM= — C; & Il l'oà 

4 ua 

veut compter les elpacrs APM depuis le point A origine 
des », il faut que cette intégrale devienne o avec * , ce qui 
fait voit que la condante C eft zéro. En forte que refpace 

indéfini APdl eft llmpicment ^ f Et en général. 

4 U <x 

fi la valeur de y n’eft compoféc , comme dans le cas pré- 
font, que de monômes, on aura' toujours aifémem la fur- 
£ice (6o). 


Prenons encore un exemple. Ce fora celui de la forfaca 
de la courbe, qui a pour équation a'yy = x* *i); 

cette équation donne y -p- ^ (a* »») x 

^ ' d^ V a ^ (en ne prenant qu*une de» 


dx 
i a 


(a> — *1) = 


x^ dx 


valeurs de y), ydx = 

«‘tn ' a^yf a 

(a»~ *>)’; or cette quantité eft intégrable (6 é) , parce 
que x^ dx eft la différenciellc de *>, diviféc par le nombre 


conftant j. Donc {66) oa a /ydx =z- 


x'dx . (d> — »i ) i 


; a* V 4 . — i x^dx 


^ -4- C. A l'égard de la conftame 

$ a‘ V a 

C, on la détermiueta en décidant de quel point on veut compter 
la fuifocct 


« 
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On peut encore trouver la (urface des courbei 
en la décompofant en triangles., au lieu de trapèzes» 
Par exemple , on pourroit trouver la furface da 
fegment ÀNQ {fg. la), en le confidérant comme 
compofé d’une infinité de trrangles infiniment 
petits , tels que AQq. Ce triangle auroit pous 

cxprefllon en abalflant la perpendiculaire 


Q t , ou (ce qui revient au même ) en décrivant du 
centre A ôc du rayon AQ^ l*ârc infiniment petit Qt. 
'Alors nommant AQ, f, & l’arc Qf, dxs on 
auroit Aq =: t •+- dt ^ &c par conféquent le 

. • 1 >»r> t~hdt 

triangle y = — d x = — - — — 7- 

ceu-a dire, =r , en rejettant le terme — — 


pour exprimer que dx Sc dt font infiniment petits. 
H ne s’agiroit plus que d’avoir l’équation entre x 
& t , pour pouvoir mettre au lieu de t fa valeuc 
en ar, & intégrer. 

ApptUation à la reSification des Lignes, 
çourbes. 

\ 

73. ReéUfier une ligne courbe,, c’eft déterminée 
iê longueur , ou afligner une ligne droite qui lui 
foit égale , ou égale à un arc propofé de cette 
courbe. Voici comment on y parvient quand cel^c 
eft poflible. 


y 
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En confidérant toujours la courbe ^ 12), 

tomme on polygone d’une infinité de côtés , le 
petit côté Mm peut être regardé comme la dif- 
férencielle de l’arc ^M, parce que Mm A m 

■— A M = d {AM). Or en menant M r 
parallèle k AP , on a JVfm = j/" (Afr* -+- rm*) 
= ^ {dx* -+• dy^); il ne s’agit donc que d’in- 
tégrer i/" (dx* -H dy^). Pour cet effet, on diffé- 
renciera l’équation de la courbe , & en ayant tiré 
la valeur de exprimée en x & dx, ou celle 
de d x exprimée en y & dy, on la fubftituera, 
dans (dx* -l- dy*) qui ne contiendra plus que 
des X & dx% ou des y & dy*; on fera fortir 
dx> ou dy*, hors du radical {Alg. 107), & l’on 
intégrera. 


Pour en donner un exemple , prenons parmi les para- 
boles généralemeoc exprimées par y*-*-* = a” x”, celle 
qui a pour équaûon particulière = a , nous ca 


Merons 


yS y * 

** = Sc X X — - ; donc d} 


I y "dy 


& dx* = — JLÉL— ; donc V (</ *» -f. ,/y>) a- 


é ///^. 1077. Or, cette .quantité s’intégre aifcment (éé) puifque 
fexpofant de y hors du binôme, ell moindre d'une unité 
que dans le binôme. On aura donc, 


fdy -h 


îx) “ (■ 
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9‘iy 

4 ^ 


^^ \ 4 « / 


•f- C. A l’é^arJ Je la conilame C, voici comment on la 
déterminera. Si c’eft depuis le point Â , origine des y , que 
nous voulons compter les arcs ^ J/, il faudra que l’in- 
tégrale, ou la valeur de l’arc AAI, devienne zéro en 
meme temps que y. Or, lorfque y = o , ,1’iotégrale fe 


réduit d — ~ ( i ) ’ 

17 


^ 8 <j _ , 8i* 

C ou -4- C; on a donc — . 

17 


»7 


C = O ; donc C = — - 


8 a 
17 


Donc , la longueur 


de l’arc quelconque AM compté depuis le fonunet A, cft 


i_i + _£>iy _ _if_ 

*■7 V 4<» / »7 * 


Si l’on veut favoir quelles fout les autres paraboles que 
l’on peur rcâilier , on le trouvera en cette manière ; l’équa- 
tion y”-*-'' = a’" a*, qui appartient à ces courbes , donne 


y -=x a 

• n 


'• Faifons, pour fimpIiGcr, 




m-\-n 

= 1; nous aurons y = ii* a:'; donc =s 

m -t- n 

la^x*-' dx, Sc dy' = 1* a't-* t/;r’; donc ✓ (dx‘ ~h dy') 

= V {dx' -+- l' a'jkx''-' dx') z= dx v' (i i' a'*x'‘~'-), 
quantité qui n’efl intégrable dans cet état , que lorfque t i 
^ Z = I. Mais fi l’on change le ligne de l’eipofant de x 
fous le radical, on aura x‘-' dx -i-l'a'i), qui 

(68) eft intégrable , fi / — 1 augmenté d’une unité & divifié 
par — 1 / -f- 1 , donne une nombre entier pofitif ; c’eft-i- 

dûe , ù ^ xBt, t étant qn npmbrc cnper pofitifi Dc-li 
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I t * t " J " 

#n tire / s= ; or t = , donc 

X r - 4 - X fft -t- n nx n 

r=: ■ — - / d’oil m = ; ainll les paraboles qui peu* 

1 X -S- X tt 

vent être reftifï^es , font celles qui font coinprifes dans l’équa* 

«t .(a»-»- O " 

tion y ** c= a ’* JC*, ou (ca extrayant la racine nj 

• » I t 



Application aux Surfaces courbes. 

74. Nous nous bornerons aux furfaces de» 
folides de révolution. On appelle ainC les folides 
que l’on conçoit engendrés par le mouvement 
d’une courbe AM (Jîg. id), qui tourneroit 
autour d’une ligne droite AP. 

Il faut concevoir que tandis que la courbe AM 
■tourne autour de AP, le petit côté Mm décrit 
une zone, ou portion de cône tronqué, qui e(l 
l’élément de la furface , & qui {Géom, 222) efl: 
égal au produit de Mm par la circonférence qui 
auroit pour rayon la perpendiculaire ipenée du 
^milieu de Mm .fur AP, ou (ce .qui revient a^ 
même, puifque Mm efl infiniment petit) par la 
circonférence qui auroit pour rayon PM, Or l’arc 
Mm = j/" (dx* -h dy*) ; Sc fi l’on repréfente 
par r : c le rapport du rayon à la circonférence 
d’un cercle , on aura r : c : : ^ efi à fa circonférence 
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qui a pour rayon PA/, laquelle fera Ôn 4 

donc-^ l/" (dx* -+- dy*) pour rélémènt de la 

furface des folides de révolution. 

Tf. Poui appliquer ceci , Tuppofons qu’on demande la 
furâee de la Ipbèrer Le cercle générateur AMB {.fig. 17), 
a pour équation y y z=ax~xx,ea nommant AP, x ; 

& PM, y. Donc ï= V (ax—xx), ScJy= — lÉJÎ, 

, iaadx^ — axdx' -i- x^ dx* , 

donc dy^ = — ' ■ ■ ; donc 


V {dx* -f- dy'') = 


ax — XX 
ï aadx' — axdx'^-x'dx' 


T adx 


ax — XX 


-) 

-, Subllituant donc dans la formule 

V {ax — XX r 

j/ ( dx' -I- dy^), pour y St V {dx'- ■+■ dy' leurs valeurs, 

c ✓(<iAr — *jf) {adx . ^ , 

■ . qui le réduit a 

r y (a X — XX) 

C, ou lîinpleinent 


on aura 
{acdx 


r 

jflCX 


, dont l’intégrale eft 


r 

! OCX 


, en comptant la furface depuis le point A. Or 
X exprime la furface du cylindre qui 


r r 

auroit pour bafe un grand cercle de la Iphére, & x pout 
bautenr ; ce qui s’accorde parfaitement avec ce qui a été dé- 
montré {Céom. i»3 )• ' 

76. Si l’on veut avoir la lûtfâce du paraboloïde , 
i(c’eft ainfi qu’on appelle le folide engendré par la révo- 
lution de la parabole AM {fig. 16), autour de Ion axe}; 

pn a pour éqd|tien yy s= / » j donc * s= 

i* r=» 
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rfjr = ^1, & Jonc y( 'd,^ H- dy^ ) 

P PP 




donc 


( dx' +■ dy‘‘ ), devient ici 

quandtd qui eft int^gtablc ( ££ ) , & donc l’intégrale cft . 

*y ^ 


I + 


4 > 


r)* 


%ydy 


C , qui le réduit i 


PP<^ 
Il r 


PP 


4 ^ 

(i H d . — J * -f- Or pour que cette quantité exprime 

PP 

la fuiEice comptée depuis le fommet A , il faut qu’elle foie 


séto , quand y 3 o ; mais , dans ce cas , elle devient 

( I ) * -f- C , ou -££-î h ^ > on a donc .1^— — j- C =: o ; 

Il r 11 r 

e’eft - â - dire , f donc la furface du parabo- 

11 r _ 

loïde indéfini a# ML A eft LLL. ( t .+. JJL) ^ _ 

\ PP / 


ppc 


Ji r 


Application à la mejiire des Solidités. 


77. Pour mefurer la folidité des corps , on 
peut les imaginer compofés de tranches infînira'ent 
minces & parallèles entr’elles; ou bien les imagU 
lier compofés d’une inhoité de pyramides, dont les 
Commets fe réunilTent en un même point. Lorf- 
l^tçanique, L Part, G 


1 
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<]u’on Ce les préfente comme compof(fs de tran- 
ches infiniment minces, & parallèles entr’elles, la 
diâerence des deux furfâces oppofées qui terminent 
chaque tranche , eft infiniment petite , & par con- 
féquent on doit l’omettre dans ' le calcul , fi l’on 
veut exprimer que cette tranche efl infinimenè 
mince. De - là il fuit qu’on doit prendre pour 
expredîon de la folidité de cette tranche , le pro- 
duit de l’une de Tes deux bafes oppofées par fa 
hauteur infiniment petite. Par exemple , fi je con- 
fidère la pyramide SABC (fg. l8) comme 
coropofêe de tranches infiniment minces, telles 
que ab cd ef ; je puis prendre pour mefure de 
cette tranche, le produit de la furface abc o\x & 
la furface i ef par l’épaifTeur de cette tranche. 

De même , fi je confidère le folide de révolu- 
tion engendré par la rotation de la courbe A M, 
autour de la droite A P (fig. 1 5) , fi je le confidère 
comme compofc de tranches parallèles -entr’elles & 
infiniment minces , je dois prendre , pour mefure 
de chaque tranche , le produit de la furface du 
cercle qui a pour rayon FMf par l’épaiiTeur Pp, 

Ce principe pofé, voici comment on évaluera ta 
folidité de tout le corps. On confidérera chaque 
tranche comme étant la différencielle du folide , 
parce qu’en efiet la tranche M ml L eft sa 
Ami A A ML A ^'d( A ML A‘)% ^ ayant 
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ilétermlné lexprefllon algébrique de cette tranche ^ 
on rintégrera« 


Pu exemple I s’il s’agit de là pyramide SAS C } CappoA 
&oi que la furface ABC de (à bafe , eft égale à la quan-* 
été connue tà, Sc ùl hauteur ST = A, on repréremera pat 
X la diftance S t d’une tranche quelconque j ce qui donnera 
dx pour répaiflêur de cette tranche. Quant i la furface <sAc, 
on la ttonTera ( C/on, toi ) par cette proportion J' T* a 
St'- ti ABC labci c'efi - i - dire xxiibbi 

abe ^ ; ainfî la lôlidlté de la tranche (êra — ^ - **^* 

h h h h ^ 


dont l'intégrale eft 


b b X* 


C) ou Cmplement 


bbx* 


J AA ■ * ’ ■ ' J AA > 

fi l’on compte la (ôlidité depuis le fommet S. Cette quantité 
qui exprime la folidité de la portion pyramidale quelconquf 

Sab e, eft la même chofe que x • qui n’cft 

AA 3 

•Otre chofe que abc x } ce qui s'accorde avec ce que 
^ous avons démontré ( Cdom, 141 ). 


78. Quant aux foUdes de révolution , on peut 
avoir d’une manière générale , l’expreTflion de U 
tranche élémentaire, ou différencielle. En effet, 
fuppofant que r : c marque la rapport du rayop 
ü Ia circonférence, on aura la circonférence qui a 
;pQur rayon PM (fig. 16) ou y , en failânt cettp 

proportion rt$ny : » fi l’on mult^lie cette 


Cours 


to& 


■valeur de la circonférence qui a pour rayon 
PAf, par jy moitié du rayon, on a _f2_ pour 
la furface , laquelle étant multipliée par l’épailTeuc 
Pj> ou dx, donne /* _. pour l’expreflion de 

Tclément de la folidité de tout folide de révolution. 
Four en faire ufage dans chaque cas particulier, il 
c’y aura autre chofe à faire , que de mettre , au 
lieu de y , fa valeur en x tirée de l’équation de la 
courbe génératrice /îM, & intégrer. 


7 ÿ. Prenons , pour exemple , le fphcroïde engendré par la 
tévoluiion de rellipfe autour de Ton grand aie (fig. lÿ). 

ht 

L’équation de rellipfe cü f as: ^ ^ { a x — x x ) , en 
nommant AP , x; PM, y ; h les axes A JB te D d, a 

dx 


Je t. La formule ^ ^ devient donc — f-LL 

t r i raa 

c kh 

fax — XX ), ou — . (axdx — x'dx), dont 

' xraa 

... . .1 cbb ■ f a x^ . .X* \ _ ■ 

1 intégrale eft x ( • — 1 + C, ou Cm^ 

^ iraa \ x i/ 

cbb / ax^ N C 1> I r r 

flement r— ^ — J n loa compte la loU.^ 

dité depuis le point A. 

Fout avoir le fphéroïde entier , on fuppolëra x = A S 

... \ • /- 

a , te I on aura X ( — 1 qui U 

xraa }/ 

, cabb ... « I 

cédait a — , qui eu la saemc choie que — — X i 

iyr i*: 
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ch b , ch b 


TOI 


8r 


X 7 « ; or 


8 T 


■ erprlme la fut&ce du cereiè 


qui a j ou D d pour diamètre ; & 


ch h 
8 r 


X O, exprimeroit 


chb 
■ 8r 


par confèquenc, la foliditd du cylindre circonfcric à rellipfoïde. 

donc puirqtie la foUditd de l’ellipfoïde eft ici 

il (àuc en conclure que la folidiiè de l’elliproïde eft les f de 
celle du cylindre ciraonrcrit. Et comme la fphère n’eft autre 
chofe qu’un eUipfoïdc dont les deux axes font égaux , la Iphére 
eft donc aufti les | du cylindre circonlcrit , ce qui s'accorde 
avec ce que nous avons démontré (Ceonu ). 

8s.. Si l’on vouloit avoir la Iblidité comptée depuis un point 
déterminé K , tel que AK = e y alors on prendroic Tinté'- 

grale générale { ) + C ; Sc puiC- 

irrta V» }/ 

qu’on veut que la Iblidité commence au point K , il faut que 
cette intégrale devienne o en ce même point, c’eft-à-dire v 

lotfque X = e ; or dans ce cas , elle devient — - 

- JL) + Cyadonc -J^ (jf- - JL\ 

\a I J i raa \ ^ j/ 

-, _ ch b f «I \ 

•t- C = O , & pat conicquent t = — ( — — - j ^ 

■>, T aa \ X i J ^ 

âinlî la Iblidité, comptée depuis le point K, a pour expreffiba 

cbh / a X*- \- 

zraa\ % i J xraa'\ x 37* 

C’eft-là Texpreftion d*Une tranche de fphéro'ide elliptique com- 

prife entre deux plans parallèles , auxquels Taxe eft perpend»> 

culaire, te dont la diftance eft = x — e. 

* 

8i. Frcaoni poui Iccoad ezeaiple, le paiabolo’ide 

G üj. 
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L’équation de la parabole ell yy :^pxf ainfi la formol^ 

çy'dx , . cpxJx . 1,- i I A _ 

m~d. devient — — , dont 1 intégrale elt —C ^ Cm 

X r tr 4 r 

X ■+• C, ou (en mettant pour px,ùi valeur 


«U 


C V Y 3t 

y y) — X — -t- C. Si l’on veut le folide. â compter 
a r » 

du point j 4 i alors comme ce (ôlide eft zéro , quand x cA 
réro , la confiante C doit être zéro > êc la folidité Te réduit i 

X or ■ - exprime la furface du cercle qui 

X r X X r ’ 

autoit PM pour rayon, ou la bafe do paraboloïde 

donc le paraboloïde eft la moitié du produit de là balè, pat 

fa hauteur x ; donc il ell la moitié du cylindre d^ même baCt 

Çc de même hauteur. 

Si l’on veut compter la folidité depuis un point JIT connu , 
Ce «tel que ji K = e ; alors la folidité devant être zéro au 
point K, c’cll-à-dire , quand « = e, l'intégrale générale doit 

C D 

être zéro dans ce même cas ; e’e(l-d dire , que — -t- C, 

devenant — H C , doit due o j donc — — + C m o j 


4f 


4t 


de par conféquent C = «• — ; donc la Iblidité d’une 

tranche du paraboloïde , comprilê entre deux plans parallèle* 

dont les dillances au fommet Ibnt x & e, efi — — •• — ^ 

4' 4' 

Ceci peut fervir à toifer l’excavation des mines. 

On a trouvé , pat plufîeurs expériences , que dans les ter« 
reins homogenet, & dont la fur&ce MN (fig. xe) eil ho« 
rizontale , les parois de l’enronnoir <w de l’excavaôon Ëiite pat 
Vexploiion de la mise, ont ta courbue d’on paraboloïda 
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MA N qui a pour foyer le ceocre K du fourneau, & donc 
la diftance K P (qu’on appelle la ligne de moindre r^Jlance^ 
de ce foyer au plan de la bafe Af ^ de l’entonnoir , efl moitié 
du diamètre AfA' de cette balê. D’après ces données, voici 
comment on peut calculer le folide NOLM<{nt l’efiort de 
la mine doit enlever. 

Si on nomme a la ligne K P = P JH, on a par la pro— 

pciété Je la parabole — — r= 4 e , < étant = A Kf d’oà 
a ^ € 

l’on titee-= — x, donc x a -h e 

|a(i-l-v'i),& pat conféquent xx — ee=z a' y'if. 
or P étant x= 4 e , on aura p ( x x — et) = x a’ » 
(— t-t- / x) = xâ)(x — v'x), le folide cLetché, qui 

«ft en général ( x' — «’ ) , fera donc a' ( x — \f x J 
Af ir 

t= ffl X a» (x — 1,414x13 J ) =z= i,8403oixa'3 c’eft» 

à-dire , à peu près ^ du cube de la ligne de moindre 

£ fiance. 

Nous n'y comprenons point la partie LA O dont l'enfon» 
cernent efl dd en grande partie à la comprelEott que la poudre.- 
exerce contre le fond de l'entonnoir. 

82. On peut prendre encore , pour exemple^ 
fhyperboloïde , ou le folide engendré par la révcH^ 
lutlon de 1’hy.pexbole autour de Tun de Tes axes.. 
On peut prendre aulS rellipfoïde engendré par la- 
(évolution de rellipfe autour de fbn petit axe ^ 
que foa appelle Ellipfoïdc aplati } on nomme: 
au contraire EXlipfdiie alongé celui qui eA eoo 
leadié paz k zéplutioa autouz du grand axe* Qa 

G 


y 
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trouvera de même , que relüpfoïde aplati eft leJ 
i du cylindre qui lui feroit circonfcrit ; c’eft-à- 
dire , que a Sc b étant le grand & le petit axe de 
rdlipfe génératrice , le fphéroïde alongé a pour 

folidité ; le fphéroïde applati, a pour folidité 

“ 1 ^ ; ainfi le fphéroïde alongé , eft au fphéroïde 
.• c (I h b c (1 h h f I 

aplati : : ; : : ^ : a, comme le petit 

Il r \i r * 

sxe eft au grand axe. 

Xn voilà alTez pour les'folides de révolution. 
Mais pour accoutumer les commençans à éten- 
dre l’ufage de ces méthodes , nous les appliquerons 
çncore à un exemple, 

' 85. Il s’agit de trouver la folidité d’un onglet 
cylindrique formé en coupant un cylindre par un 
plan oblique à fa bafe , & que (pour plus] de fim- 
pHcité) nous fuppoferons pafter par le centre; c’eft 
le Iblide DBE qu’on voit reprefenté {Jîg. 21), 
^ Si l’on conçoit ce folide coupé par des plans 
parallèles , infiniment près , & perpendiculaires à 
la bafe AEB fig. 22), les feâions feront des 
triangles femblables dont les furfaces feront, pac 
çonféqyent, comme les quarrés de leurs côtés ho- 
jnologycs. Ainfi nommant r le rayon CE de la 
bafe , h la hauteur DE , Sc y la bafe P Jlf du 
uiftngle , on aura CED i PMN i i rt; 
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rk 


^ y y i or CED 


; donc P MN 


T^yy _ ^ fl y y . nommant AP^x^ce qui 

t r r 1 r 

donne d x pour répaifleur P p de la tranche com- 

prife entre deux plans voifins , on aura 

pour cette tranche. Or y efl l’ordonnée du cercle 
qui fert de bafe, & l’on a par conléquent y y 
1 r X — XX. La tranche élémentaire devient donc 

bdx,(trx — xx) h , j„ . 

1 ,ou— . (2r xdx~—xxdx)f 

1 r 2 r 

dont l’intégrale, à compter du point ^ 4 , eft — 

( r X* — ). Donc pour avoir tout le folide , il 

n’y a qu’à fuppofer x m= ar, ce qui donne 
— X C 4 r* ~ ) , ou 7 A r ou x ^ r , ou 

%r ^ } • 2 * 

CED X ^ AC f ou enfin CED x -j- AB^ 
c’eft-à-dire , les deux tiers du prifme qui auroit le 
triangle CED pour bafe , & le diamètre A B 
pour hauteur. Ceci peut fervir dans un cas du 
Toifé des fortifications. 


Ve Viniégraiion des quantités qui renferment 
des Jînus & cofinus. 

/ 

84. L’intégration des quantités qui renferment 
dts iînus & des cofinus , cfi enticjjpment fondée 
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fur le principe que nous avons donné ( 22 ) point 
diiférancier ces quantités. 

Nous avons vu que d (fin. j ) = d f cof. f. 

& que d (cof. x) = — d X fin. x • donc récipro- 
quement , l’intégrale de dx cof. ffera fin. ou plu* 
généralement fin. ? 4- C , qui a la même dilfé- 
rencielle. De même l’intégrale de — - df co£ ? fera 
c»r. ; 4- C. C’eft à ces deux cas qu’on peut 
rapporter l’intégration de toutes les autres quantité* 
compofées de Cnus & de codnus , en obfervant 
d’ailleurs les règles générales données jufqu’ici pour . 
l’intégration des quantités : en voici des exemples. 


Si l’on avoit coC 3 ^ , on i'êcrkoit ainfî 

tt alors l’intégrale (croit ^ ^ -t- C De même ^l’intégrale de 

dx fi"- 5Î> ^6 trouveroit en écrivant ainfi ■ ■ ^ 

coH 3î 


4 c alors l’intégrale ell 


-î 


C. 


En général ,y<f{ fin. (m étant un nombre confiant) le 

, f — mdr fin. m z . , . — cof. mr „ 

change en-' -i -, 8c devient î C. 

— m m 

Si l’on avoit ( fin. j )" cof. ç , on remarqueroit que cette 
quantité efi la même chofe que ( fin. ^ <é (fin. 3;) ; or en. 
regardant fin. \ comme nue (impie variable , on intègre par 

la règle fondamentale, & l’on a 1 -d -t- C, 

** n -t- I 


' Si la difierenoltlle ptopoféc efi (fin. nu)* d{ cof o« 
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. ( fin. y* fff tfr coC m r . . 

tcnrt — > ^ qui rcftent a«« 

771 

dont IWgr^le cft 

Pareillement, peur avoir l'iirigrale de ( cof. m j )" <7 ç Un. 

, . (cof. mr)*, — mtfr fin. m 7 ■ 1 , 

on écrira ^ — 1 ^ , oui a pour imégrala 

771 

(cof. )» ■*•» 

— m (n 1 ) 

Si l’on avoit à intégrer lin. coC f f,‘ atoia en b 
nppelleroit que (Géom, i8d) a iL b étant deux angles quel- 
conques , on a fin. ( a -i- b ) = fin. a cof. ^ (in. ÿ coT. a ; 
fin, ( a — b ) = fin. a cof. b — fin. b cof. a ; d’oil l’on 
conclut! fin, a cof. b = ^ fin. ( a b ) -i- \ fin ( a — b). 

De même , puifque ( C/om. 187 ) on » coC (a -t- b J zs 
cof. a cof. b — fin. a fin ^ & cof. ( a — h ) = cof. a 
cof. 3 -4- fin. « fin, b , on aura cof^ a cof. b = | col^ 
fa -f- 3 J -f- j cof. ( O — b ) St üa, a fin. 3 = ^ coQ 
(•« — 3; — I cof. ('4 -f- 3;. 

D’après ces principes, qn changeroit fin. p\ coC en 
ifin. fin. (pi — q\)^ovk f fin. (p-¥q) 

f -t- ï fin. ( P q )\; ainû l’on auroit â intégrer j fin. 
(p -4- q) \ •+' {té^fîn. (p q qui étant éoit ainfi..« 

+ . ,(p—^)^i^'^-(p—q)\ 

— " ■ (p-,)» > 

— i cof. (p q) Z ^ 
P •+■ î 


p-t-î 

a évidemment pour intégrale 


j_cof. (p^<i2\_^c^ 


p — q 

On intégrera de même d\ fin. p\ coC ^ffin. r^, 8rc. 
en conveniflant ces produits en finus ou cofiuus de la fomme & de 
la diSétcncc des arcs p ^ , 7-; , &c. par les mêmes principes. 
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Si l’on avoit ( (ïn. ^ )> ; on le changeroit en lin^'^ 
(fm. T[)' ; oc (Un. ^ )* ou fin. ^ X fin. ^ eft, d’après le prin- 
cipe ci-defTus 

= î — ?; -7 cof. Cî4- ï; = îCof. O — icof. XJ 

= ï — j cof. XJ, parce que cpf. o = i . Donc fia. ç 

( fin.' ^ j fin. I — I fin. ^ x cof. x |. Donc i/j ( fin. 

=s \ d\ fin. ^ \ d \ fin. ^ cof. X J >• on réduira donc 

fin, I cof. X ^ , ainfi qu'on vient de le faire pour fin. p ^ 

cof q:( f Si rimégraûon fera facile. On voit doue comment 
on incegteroit ffio. , rx étant un nombre entier pofitif. 
On s’y prendcoit d’une inaniôre (èrablable pour d^ (cof. ç)*. 
Donc on peut , par les mêmes principes que nous venons 
d'cipofer , intégrer les quantités de cette forme (fin. 

( cof î ï )" ( fin. r^]‘y &c, niy n y s, étant des nombres 
entiers pofitifs. 

Enfin, CCS principes , te ce que nous avons dit ci-defius:, 
fur l'intégration des quantités , mettent en état d’intcgccc les 
ditférencielles afreétees de fiuus & de cofinus, lorfqu’clles ont 
une intégrale algébrique ; & lorfqu’il y entre des tangentes., 
on les ramène aux diScrencielles de finus & cofinus . en ob> 

fervant que tang. ? = 

cof ^ * 

De la manière d'intégrer par approximation ^ 
♦ quelques u/ages de cette Méthode, 

8j. Ceci ne peut regarder les diffcrencienes 
monomes ; nous avons vu qu’elles s’intégroient 
toujours facilement. C’eft donc pour les diifé- 
rencielles complexes qui échappent aux cas qua 
nous avons examinés plus haut. 
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.L’art d’intégrer par approximation, confifte à 
convertir la qo;.nt!té propofée , en une fuite de 
monemes do t la valeur aille continuellement en 
diminuant; chique terme s’intégre alors aifément , 
& il fu 0 it c’en prendre un certain nombre pous 
avoir une valeur fuffilante de l’intégrale. 

La règle que nous avons donnée [Alg. 128) 
pour élever une quantité à une puilTance propofée , 
& qui s’applique également aux polynômes , eft le 
moyen que nous emploierons pour intégrer aullî 
par approximation. En voici des exemples. 

8tf. Propofons - nous de trouver U longueur d’un are d« 
cercle AM ( *7)» par le moyen de fon Cnus verlê 
AP. 

Suppofanc l’arc Mm Infînimem petit , fi l’on mène M r 
parallèle à AP, Sc le rayon CM; les triangles femblables 
CP M , Mr mit donneront P M : C M : : Mr : M m. Or, 
nommant A P , x, le diamètre A Jt , a , ou i , ( pour plut 
de fiuiplicité); on aura Mr =s dx, CM = \ , Si P M 
= yT ( X — XX ). Doi-c V ( X — X X ) : J : : dx î 

Mm; donc Mm=. ^fx-^xx)' * conféquent A3t 

— d X 

— f î Cette quantité ne peut être intégrée 

•' v' ('* — XX* 

'par les règles que nous avons données ci-devant ; c’eft pour.. 

i 

quoi je la change en f — j— i , puis en x * dx 

*■» I —te) " 

''il Je réduis (i en férié (Aig. u8)j 


< 
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k je troove; toute téiuAion fiiite......** 

O*”*) &c. dons 

» 1 V i ^ * * 

/ijf »</*(»—*) *=a/i* »i» (I *• 

-jr&c.')=/'jx~“‘dx -h i li X + ^x> d» 

, ■} . - 7** x<* 1^** 

H- atc, -î-^ ^ 

Z a > » 

» 

^aacité i laquelle il n’y a point de confiante à ajouter , parce 
^ue lotfque x = • , elle devient a^ro , ainA que cela doâ 
Cue puifqu’alors l'arc jd M qu’dle exprime , cA zéro. 

On peut, à caufe du multiplicateur commun x* ^ donner i 
la ftrie qui exprime l'arc A AI ^ cette dernière forme.. 

*»(i •+• ix -+• -^x* •+• î^*‘ == dcc. ) Remarquons , 
maintenant, que le Anus verfe * étant toujours plus petit que 
le diamètre i , ( excepté lorfqu’il s’agit de la demi-circonfé-s 
rence ) « eft une fraélion ; que par conféquent les valeurt 
des termes de la férié décroîtront d’autant plus , que le Anui 
verfe de l’arc en queAion lêra plus petit. AinA, A l’on rou« 
loitf par exemple, la longueur de l’aic dont le Anus verlé 
eft la «enùème partie du diamètre, on auroit a; = 77., =o,ot, 

& par conféquent =s 0,1 ; on auroit donc pour la valeut 

J r< . . î(o>oO* 1 

de cet arc o,i [ 1 — 4- — ■ — 1— 4- — 2__ . 

* O 40 II» 

^0,01 y 3 I & comme le terme fuivant de cette fZrie feroit atf 

moins cent fois plus petit que le dernier de ceux-ci , puif>' 

que clucun eft plus de cent fois plus petit que celui qui Ift 

précède I qn ciaminant quelle cR la raleut du terme — 
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((o,oi)>y nous pourront, en prenant le centième de cette 
valeur, juger du degrd d'exaâitude auquel nous aurons l’arc 

ca nous en tenant â ces quatre premiers termes. Or — ^ 


t i 1 \ o.oooooy 

(o,oi )• , revient a — • — . (0,000001 ) = =5 


lis 


IIS 


0,000000044^ , dont la centième partie eft 0,00000000446; 
donc no*$ pouvons , en toute fdreté , évaluer chaque terme 
de notre (2rie jufqu’i dix décimales , (ans craindre qud la 
valeur de l'arc qui en réfultera , Toit (àudve d'une unité dans 


la neuvième. AinC , nous aurons ( 0,01 = 0,0000000446 ; 

(0,01)* = 0,000007^000; ~ 0,00166666661 

40 • 6 

donc la totalité de la férié fera 0,1 ( 1,001674s! is ), on 
cnSn 0,1001674s I , en (ê bornant à neuf décimales; & l'ou 
pourroit méme^en toute fdreté admettre la dixiéme. 

Telle eft la valeur de l'arc dont le Cous verfe eft la cen-^ 
tième partie du rayon. Donc C l'on favoit combien de foia 
le nombre de degrés de cet arc eft contenu dans ;6o^ , en 
multipliant cette longueur par ce nombre de fois , on aurok * 
la longueur approchée de la circonférence ; mais on ne coivs 
nolt pas ce rapport. 


Comme nous &vons (Céom. 17 f) que le Cnns di 30*, 
eft la moitié du rayon , le que connoilfant le Cnus d’un arc^ 
on peut aifément avoir Ibn Cnus veriê (G/om. 183), on 
pourroit cilculer le Cnus verfe de 30^ , le lûbftituer pour m 
dans la férié ci - delTus , & alors ainltipliant le réfultat pac 
JS , qui eft le nombre de fois que 30 degrés font dans 
||6o degrés I onauioit la longueur approchée de la ciicodf 
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ieiencct Mail comme la férié feroic peu conver^nte, ealortf 
^u’il fàudroit eh calculer un alTez grand nombre de termes ^ 
pour avoir une valeur un peu approchée de la circonférence, 
nous allons enfeigncr un autre moyen qui nous lêrvira dâ 
fécond exemple de la Méthode d'approximation. 

Menons la tangente AN (fig> )i I» fécante C 2H N 
Sc la fécante infiniment voifine C mn ; du centre C & du 
zayon CN, décrivons l’arc infiniment petit N r , l’on 
peut regatder comme une perpendiculaire fur C N. Le petif 
triangle reâangle N T n. fera femblable au triangle' reélangle 
CA n , parce qu’outre l’angle droit , its ont un angle com> 
mun en n ; il fera donc aullî femblable au triangle CAN 
gui diffère infiniment peu de CAn; on ania donc CN’ 

CA : : Nn Nr, d’od Nr = JEJL^ILIL j or tes fec- 

C N 

leurs lêmblables CNr^ C , donnent CNî CJif ou 

^ ^ C A y. Nn -, , 

C A A' r ou — '.Mm; donc Af m =a 


C A' y Nn 

Tn' 


, Nommons donc A N, x; le rayon CA , a; 


nous aurons N n œs dx ; te C N = ^ ( aa x x) ; 

a*dx , „ , 

- ; c eft>-d-dfre , 


donc la valeur de Mm deviendra 


a a X X 


attdx , . - -- _ aadx 

que Mm r: ; donc f Mm om AM= f 

aa -i- XX a a -h xx* 

Cette* quantité ne peut pas être intégrée exaflement. Poux 

i’intégter par approximation, il faut la mettre fous cette 

fotme/a a d X (a a •+• X x)~‘ f 9.loa ayant trouvé (Alg, nS) 

que ( aa -t- x x )~' = 

X* JC* 

( 1 — — — H — — — H — — &c, ) , on aura 

' a» a* a‘ a» 

faadx (aarh xx '•••••<* 
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t=fdx (l 
= f(dx- 


ï= X (I — 


X» 

dx 

— 

X* X' 

J a* ja* 

*’ X' 


X* 

a* 

i*dx 




MJ 

&c.) 


x*dx x'dx 

4. &c. ) 


a» 

— &: 




H — &c. ) 

- 1 * 


7‘l‘ 

_ ** 

ja‘ 5 a* 7u‘ sa* 

II telle donc à lavoir ü nous counoiflbns quelque arc qui 
dtanc contenu , un nombre connu de fois , dans la circonfé- 
rence, air une tangente connue. Or l’arc de degrés eft dani 
ce cas , il ell huit fois dans la circonférence , & (a tangente 
efl égale au rayon ( Gebm. 176 ) ; donc fuppofant x = a y 
noUs aurons pour la longueur de l'arc de 45 degrés y la valeur 

de cette férié 

a(i — T-f"-? — T + 5 — IT'I" )• comme les 
termes de cette férié décroiflenc encore fort lentement , il faut 
voir fl nous ne pourrions pas décompofer l’arc de 4^ degrés 
en deux autres arcs dont les tangentes fulTent connues. Peu 
importe que le npmbre de degrés de ces arcs (bit connu ; 
pourvu qu'ils falTent 45 degrés , quand nous aurons calculé 
leurs longueurs par le moyen de leurs tangentes , en afoutanr 
ces longueurs , nous aurous celle de l'arc de 45 degrés. Comme 
ces arcs feront plus petits que 4^ degrés , leurs tangentes feront 
plus petites que le rayon , & par conféquent la férié fera plus 
convergente , & plus facile à calculer. 

Or ce que nous avons dit (Géom. x8t) noos fournit le 
moyen de trouver deux pareils arcs. En eSèt, nous avons va 
que aie i étant deux arcs quelconques , on avoit rang. (a~^b) 

__ fin. (a b) fin. a cof. b •+■ (In, b cof. a 

cof ( a b ) cot a cof b — (în. b (in. d 

(Ceom, i86 & 187); donc divifânt haut & bas, par Cof a 

Mécaniqut. I. Part, H 


Digitized by Googl 


Cours 


1 14 

eof. b y on aura taug. ( a b ) 


(in. a 
col. a 


(in. h 


col. b 


lin. a lin. 


coi. a col', b 

c’cft - à - dire , rang. ( a b ) =z ^ 

1 — rang, a rang, b 

Donc Cl nous fuppofons a + b = 45*, auquel cas tang. 


( a + b ) =z I, nous aurons 


tang. a 4- tang. b 
I — tang. a tang. b ' 


équation d’od , par les règles ordinaires, on tire. 


, tang. b = 


tang. a 


, Prenons donc tang. <z = ^ ; alors 


nous aurons tang. b = 


* I 


Nous n’avons donc qu’à calculer, par le moyen de la féris 
ci-dc(Tus , la longueur de l’arc dont la tangente x eft — - — 
ou la moitié du rayon , & la longueur de l’arc dont la tan.. 


gente x ell 


ces deux longueurs réunies formeront celle 


de l’arc de 4J degrés. Or en mettant pçnr x , , Si 


enfuite 


3 


, on a. 


J-(l 1 -, 

1 }.i‘ 


Sc—(i. 

3 


3-3‘ 


I I 

;.x« 7.x‘ 

I I 


I 

51.x» 
r 




1 i.x' 

I 


IJ.X 

I 




S - i * 7.3“ 5». 5* 11.3'° 


‘3-3 


71 


Si l’on veut avoir les valeurs de chacun de ces arcs , ex- 
primées exaélement ju(qu’à la neuvième décimale , il faut cal- 
culer les quinxe pteinicrs termes de la première, & les dis 
premiers termes feulement de la fccoode. Or ce calcul e(l forr 
ailé à fane, en obfcrvam que dans la première, ou peut cal- 
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•ulcr les termes conlScmlfs ea formant d’abord une ieiie, dont 

chaque terme foit égal au précédent multiplié par , c’elf-» 

à-dire, foit le 5 du précédent; on multiplie enfuite cette lerie, 
terme à terme , par la ferie i , } , | , ÿ , ; , Sic. enfin réuniP. 
fane les termes de numéro pair entt'eux , & ceux de numéro 
impair , auflî entr’eux , on retranchera de la fomme des der- 
niers , la fomme des premiers , & on multipliera le relie par 

— Pareillement le calcul de la fécondé , fe réduit à former 

a * 

une férié , dont chaque terme foit forme du précédent multi- 
plié par -É— ou par ~ , c’ell-à-dire , foit la neuvième partie 

du précédent; on mnltiplie enfuite cette (crie, terme à terme, 
par la férié i , ^ j , ÿ , 5 , Sic. Si on opère enfuite comme 
pour la première , excepté qu’on multipliera le téfultat par 

.• 1 ri . 

— au heu de , Si 1 on execute cette operation en por- 

3 4 

tant l’approximation jufqu’à dix décimales , on aura pour la 
première férié — (0,9x7x951 1 80), ou a '0,4636476050); Si pour 

la fécondé, — (0,965x516631), ou «(0,5117505544); donc 

l’arc de 45 degrés , qui ell la fomme de ces deux - là , fera 
a (0,7853981634). Prenant donc le quadruple , pour avoir la 
demi -circonférence , on aura a (3,14159x6536); donc le rayon 
eft à la demi-circonférence, (ou le diamètre ell à la circonférence) 
:: a : a ( 3,1415916536) : : 1 : 3,141 59x6536 , rapport qui 
ne diffère pas d'une demi-unité décimale du dixième ordre , de 
celui que nous avons donné (Ceom. 146) , & que l’on poui" 
roit , très-facilement , trouver encore avec une beaucoup plus 
grande précifion. 

H ij 
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8j. Pour troificme exemple d’approximation « 
nous nous propoferons de trouver le logarithme 
d’un nombre quelconque. Mais , avant tout , il 
favit fe rappeller ce que nous avons déjà dit ail» 
leurs (2J); favoir que les logarithmes dont il 
s’agit ici > ne font pas ceux qu’on trouve dans les 
tables ordinaires. Mais ceux-là étant calculés , il 
eft aifé d’en conclure les derniers , comme nous 
le verrons immédiatement après avoir enfeigné à 
calculer les premiers. 


J’ùnagine le nombre propofé , décompofé en deux partiel , 
& teprcfentd par d x ; a étant la plus grande partie. 
Selon ce que nous avons dit (17)1 on aura d log. -t- xJ 

= , quantité qui ne peut être intégrée algébri- 

4 -f- X 

quemcnt. Il faut donc la réduire en férié , & pour cet 

effet, la mettre fous cette forme..,.. 

<fx (a 4- JC Or 118 ) on a ( a -h x J~‘ 

, , X X* x' 

= . . — 

__ r X X* 

d d* d* 

. , </x xt/x 

^ d d‘ d» a* 

donc en intégrant, on a 

-, , X x‘ x> X* ^ „ 

/ fd - 4 - x) = — — — — 4* 4- &c. 4- 

a ta' J d' 4a* 

Pour déterminer la confiance C, je remarque que cette équa- 
tion devant avoir toujours lieu , quel que foit x , doit auflî 
avoir lieu lorfque x = or, dans ce dernier cas, elie 


— — ^ ; donc y dl ( a + x) 


x' J X X' d 1 


&c. 
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ic léduic î la = C; donc C = la; donc 

/fa-HAf; = /aH H — , , «ce. 

a la} ja* 4a^ 

Connoiflant donc (e logaiûSime d‘un feul nombre , on peut 

par cette férié , calculer le logarithme de tout autre nombre. 

Par exemple J lî l’on fuppofe a = lo, & a + x = ii , 

on aura « = i , & par conféq tient — ; d'od l’on 

a 


trogma / ii = / lo -j- o,i — • 


(o.’ )* . (o.* y 


&c. qui 


fait connoitre ce qu’on doit ajouter au logarithme de lo, pour 
aroir celui de it. ' 


Mais comme la férié générale que nous venonc 
de trouver, n’eft fouvent pas afler convergente, 
voici une autre manière de s’y prendre; Propofons* 
tious de trouver le logarithme d’une fradion dont 
le numérateur foit plus grand que le dénominateur } 
nous verrons , dans peu , qu’on peut toujours ré- 
duire à cela, la recherche de tout logarithme. 

Reptéfemonj par <i la fomme du numérateur & du dénoa. 
niinateur de cette fraétion , & par x leur différence ; alorl 
(G/om. joî), nous aurons -J- a •+- i » pour le numérateur, 
te ^ <1 — ; X pour le dénominateur ; & par conféquent 

wé i — pour la fraélion , ou (en fupptimant le faéteur 

- il — •* X * 

commun ~ cette fira^on ^ le par conir^quen* 

a — o€ ^ 

dt X 

( , ou I (a -ir x) — I (a — x) reprélêmera foa 

(ogaritbmc. Dilférenclons naimenant, en regardant a comnsié 

H üi 
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confiante, & x feule comme variable *; nous aurons (17} 

dx dx . /• il • 3 \adx 

*f- qm fc réduit a , ou 

a -i- X a — X a a — X X 

i ad X ( aa — x x réduifons donc ( aa — x x)~’, 

en férié; & (jdlg. 118) nous aurons (aa — xx)~' = 

X* re* 

a"’ ( r -f- — - — I — H — H — — 4- &c. ) ; donc 

a* a’ a‘ a* 

3 f * 

xadx (aa — xx)~' = ia~' d x (t ■+• -fî 

a* a* 


A* A' . ■ , dx x'’dx x*dx . 

-H — + &c. ) = a ( H H H 

a* a’ a a> a’ 

d X X* d X .3TN r t ad x 

H &c. ) Donc J , ou 


a’ a» 

, a -H » , X X 

I = i( h 

a — X a 


x' 

— -f- ■ 

3 a* î a’ 


a c — X X 

A’ X» 


-H 


acc.) 


7 a' 9 a' 

C. A l’égard de la conftante C , nous déterminerons (a 
valeur comme ci-delTus , en examinant ce que devient l’équa- 
tion , quand x = o. Or alors elle fe réduit i l xx C ; 
• a 


donc C = l = / I 

a 

, ,a -h X X 

inent l = ^ ( ■ 

a — * a 


■ O ; on a donc tout fimple- 

X» 


3 a' 


H -H -^-&c.) 


ja’ 


7 a' 


* QuoI(]ue cette fracUon doive 
^cprH'cmcr toute fratlion propofee, 
cela B*enipcche pas qu*on ne puifle 
fcgardcr ta fcmuie a du oum^Ta- 
tcur du dénominateur , comme 
^onihntc ; parce qu'il n'y a pas 
de fra^ion que l'on ne pullT; pré- 
parer de manière i rendre la fomme 
du numérateur & du icnominateur 
cgi^Ie À tel nombre qu'on voudra. 
l*ar exempte, pour amener la frac- 
tion \ i avoir j»our la foinm- 


du numérateur & du dénomina- 
teur , il fuffit, ayant multiplié tes 
deux termes par un meme nombre n» 


ce qui donne ^ , de Tuppofe^ 

5 « 


^n- 4 « 5 nou 8 /isli; d'où 
l'on tire n = | y donc 


9 

J =; .i^dont 1 a fomme du mj- 

"a 

mhatcut & du dinonûnatçut e(l| 
en cdcc, It, 
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•i\ l’on voit que chaque terme fc forme du précédent , en 

jf 

multipliant celui-ci conflamment par le quarte de — ou du 

premier terme -y puis on prend le premier , le j du IcconJ , 
le \ du troifième , &c. & l’on double la fomme. 

Appliquons à quelques exemples. Cherchons, par exemple j 
le logarithme de î. Pour cet effet, nous chercherons celui de la 
fraction ; nous aurons donc a = j , & * = i ; donc 

* i , & = J. Chaque terme fera donc uès-ftcile 

à former, puifqu’il ne s’agit que de prendre la j partie dn 

X x^ 

terme ptéfédent , pour avoir la fuite — — ^ ■ y 

ainff nous agirons 

T * 

■ = 0 . 33333 Î 3 ÎÎ 

a 


X ^ 

= 0 . 3 ÎÎ 333333 


a 

*» 

x' 

à’ 

x" 

a" 

a 


■ I 


= 0,037037037 

0,0041 15xxé 
3 *ï 0,000457x47 
= 0,000050805 
= 0,000005 i4 J 
= o,ooooootfi7 

=S 0,0000000<5 


y donc J 


3 a* 

X* 

x' 

Tay 

X 


— o.ol» 34 î« 7 f 
= 0,0008x3045] 
3 S 0,0000^53X1 


=c 0,000005(45 

sa* 


X 


I ■ 


c= 0,0000005 T { 


\ia' 

— — == 0,00000004s 
1 1 a‘> 




Vis 


i — = 0,000000004 
a'« 

donc la fomme eft. .. ,0,346573588 ; & le double, qui doit 
être log, 1 , eff =s o,6<?qi47i76, qui, en le bornant à huit 

H îv 
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i 3 <fcimales , ( car pour répondre de la neuvième, il auroit failli 
pouffer l’approximation plus loin) efi o, £9314718, 

Puifquc 4 eft le quarré de x , & que 8 en efl le cube y 
le double de ce logarithme fera donc celui de 4 ; 8c le triple 
de ce même premier logarithme (èra celui de 8. 

Poux avoir celui de 3 , pn peut calculer de même , le loga« 
rithme de la fraêHon y, lequel étant retranché de celui de 4, 
donnera celui de 3 ; puifque 3 efl 4 divifé par * , donc 
— / f; mais on l’aura plus facilement , en calcu> 
lant le logarithme de la fraélion ' , 8c ]c retranchant du It^ 
garithme de 8 que l’on connoît d ptéfent 3 le refie fera le 
logarithme de 9 , dont la moitié fera celui de 3. Ajoutant 
celui de 3 â celui de i , on aura le logarithme de 6. Pour 
avoir celui de f , on calculera d’abord celui de i« en calcu- 
lant celui de Y' > qui étant ajouté au logarithme de 8 , don- 
nera celui de 10. Retranchant, de ce dernier, le logarithme 
de X , on aura celui de 5. 

On voit par - U , ce qu’il y a à faire pour calculer toqt 
autre logarithme. Mais il faut remarquer, que le calcul devient 
/de plus efl plus court, a mefure que le nombre devient plus 
grand , enfôrte que des qe'on a les logarithmes jufqu’à le 
feulement , pi) peut calculer les autres jufqu’à 1 00 , fans em- 
ployer plus de trois termes de la férié, lorfqu’on fe borne à 
huit décimales; 8c lorfqu’on a paffé le nombre 100, les deux 
premiers termes foffifent jufqu’à mille , 8c par de-là , le pre- 
mier terme fu/fit. 

S^, Ppvjr favQÎr , maintenant , comment ou 
pmene ces logarithmes; à ceux des tables ordinaires, 
il nous faut préalablement avoir le lo^arithm^ 


1 
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de lO. Or , n l’on calcule le logarithme de Y * 
par la formule précédente, on trouvera log. 

== O, 2 ? 3 1 4 3 ajoutant à celui-ci, celui de 
8 que l’on a en triplant celui de 2 qu’on a eu 
ci defTus, on a / io = 2, 30258^05. 

Cela pofé, rappelions-nous que l’équation ix 

— fur laquelle ( 27 ) eft fondé le calcul aâuel 

y 

des logarithmes , ne convient qu’au fyftème d« 
logarithmes où l’on fuppofe le module = i t 
mais que l’équation qui convient à tqus les fydèmes 

poflibles de logarithmes , eft d a: = JP^^^y . 

celle qui convient à tous les fydèmes de loga- 
rithmes où l’on fuppofe que le premier terme a 
de la progrelTion géométrique fondamentale eft i , 

eft d a: = La première , favoir d x = 

y 

, donne , en intégrant , x — ly ; Sc U fe- 
y 

conde , favoir dx = donne x •= mly ' 

y 

qui fait voir , puifque x repréfente le logarithme , 
que pour ramener les logarithmes que donne immé- 
diatement le calcul , à ceux d’un autre fyftème dont 
je module eft m, il faut multiplier ceux-là par le 
fnodule tn. Oc le logarithme de 10 dans les tables 
ordinaires eft 1 ; & nous venons de voir ^ue 1« 
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logarithme de lo tel que le calcul le donne Im- 
médiatement, eft a,302j8yop; on a donc m x 
2,3 02 5'8j'op == i; donc le module m des 

tables ordinaires , efl — qui fe réduit ( en 

1,5015850? 

faifant la divilion ) à o,4342p^48. 

Donc , pour ramener aux Logarithmes des tables , 
les logarithmes donnés immédiatement par le calcul , 
il faut multiplier aua;-ci />ar o , 4 3 4 2p 448. Et 
réciproquement , pour ramener les logarithmes des 
tab.es , à ceux que donnerait immédiatement le calcul , 
il faut dh’ijcr ceux-lti par 0,434 '944^ , ou ( ce qui 
efl plus commode , &* ce qui revient au mime ) les multi- 
plier par 2, 302 J 850p. 

Ainfi , fi l’on multiplie 0,^93 1471* que nous avons trouvé 
ci-éeflus , pour le logarithme de 1 3 fi on le multiplie , dis- 
je , par 0,43419448 , on trouve 0,3010300 pour le logarithme 
de 1 , tel qu’il efi en eâet dans les tables ordinaires. 


fp. Lorfqu’on veut revenir , du logarithme » 
au nombre même , voici comment on doit s’y 
prendre 


Nous avons vu ci - delTus , qu’eu repréfêntant un nombre 
quelconque par a -4- x , on avoir 


i(‘t 


x) ■=. la + 1 

a la* 3u‘ 4rtt 


&c. 


4oqc / ("d -f- sf j — /a , ou / ! 
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/ 

X' X* , 

> — — -f- — &c. a étant un nombre 

a la 3 4a' 

arbitraire , mais tel que fou logariibine diiTcre peu de celui 

qui cft donné , & qui eil fuppol'é appartenir à a -t- at. Fai- 

fons , pour plus de fiiiiplicité , l = 3 j & tious auront 


X 

x' x> 

■■ «J_ 

a 

X — — — 
a 

1 a' 3 a* 

4tf* 

la valeur de 

X 

— en r. 



a ‘ 



Suppofons que cette valeur puifTe être exprimée pat 

a 

T=^ A I £Ÿ P Sic. , A , B , C ^ Set. 

étant des coefficiens conüans qu’il s’agit de déterminer. On . 
aura donc. .. 3 = &c, 

zAB . BB 


_4_,- 


1 

- V 


1 

A> 



lAC 

S 

î 


1 



H- 

3 

i 




A* 


r 

i* 


Or pour que cette équation ait lieu, quel que Ibit il 
faut I* que A = ^ i® que la tomme des termes qui mul- 
tiplient chaque puiflânee de ^ dans les autres colonnes , fort 

aéro. On a donc B ^ = o,C — AB + -dl. = o , 

B B A^ 

— A C -i- A' B — - 1= o; d’od l’on 

^ 4 


D — 


w B = —=^ — ,c = J- = ~L- 

i i»» i i.»i3 


»♦ 
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*= — ; k fi l’on fiippofoit un pim grand nombre de 

I J.4 

termes, tels que £ , Fj*, kc. dans la ftrie, on ttouveroh 


de même , E = 


i.i. 3 . 4 *y 

î* 




M a donc — = ï -f- 

a i,i 


1. 1.3.4. 5. 6 

V 


, kc. 


••V 3 


<4- i + kc. Donc i H , ou 

1.1. 3. 4. 3 a 

. î 7 * ** 

1 4 - -j— 4 - 4 - 


1.1.3. 4 

a -J- * 




T’ 


i.i 

kc. 


1.1.3 


1.1. 3.4 


*.1.3.4. S 

Fout faire ufage de cette formule , on retranchera du lo- 
garithme donné (qui ell celui de a -4- x), le logarithme 
connu le plus approchant, dont on prendra le nombre cor- 


tefpondant pour a. Alors on aura l ■ 


» on î, que 


foa fiibltiiuera dans la formule précédente ; le téfultat fera la 

â X 

Talcur de i d’od il fera Éacile de conclure a x > 

a 

puifque a fera connu. 

Si l’on veut favoir quel efi le nombre dont le logarithme 
•ft 1 , dans le fyAéme de logarithmes dont fl s’agit ici., il 

O "f* X Û. «f-* X 

faut ruppolcr l , ou ^ = i , k l’on aura 


I + t •+• 


i.i 


1.1.3 


1.1. 3. 4 


K kc. que l’on trouvera = 1,718181», en 

».»•}. 4 . 5 

(c bornant à fept décimales. 

Le nombre dont le logatithme ell i , (ê rencontre fiéquein- 
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n<nt dans les calculs ; nous aurons occa£on de le voir par la 
fuite; te c’elt pour cette tailôn que nous venons de donner 
la méthode de le calculer. 

Comme il s’agît ici des logarithmes qui ont l 
pour module , H le logarithme donné étoit de la 
nature de ceux des tables ordinaires , il faudroit 
commencer par le réduire , ainfî que celui que l’on 
prendroit pour logarithme de o , (ou feulement 
réduire leur différence) aux logarithmes aâuels , 
ce que l’on feroit comme il a été enfeigné ( 88 ). 

po. On peut avoir une autre expreflion d’un 
nombre par le moyen de fon logarithme ; comme 
elle eft d’un aiïez grand ufage, nous la ferons 
connoître ici. 


Soit X CS nombre , & lôit l » = f. Si l’on multiplie le 
fécond membre de cette équation , par e ; e étant le nombre 
dont le logarithme eft i , on aura Ix = j le , ce qui ne 
change tien, puilque le = i. Oc l'équation Ix — f fe, 
fe change, par la nature des logarithmes, çn l x =: let ; 
d’où l’on tire » = et ; puifque les logarithmes étant égaux , 
les quantités auxquelles ils appartiennent , doivent être égales. 
Selon ce que nous venons de voir (8ÿ), fî l’on a lx = j^ 

y i 

onaX=ei +7 + — ^ H &c. Puis donc qu’on a, en 


même-temps , x et , on aura e» 


I + î 


V 

i.a 



X* 

1,1. 3. 4 


+ *c, 


I 
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alors il faudroit fuivrc uno méthode dont le détail 
n’eft pas trop de notre objet ; mais que l’on peut 
voir dans les ouvrages de Newton & dans 
VAnalyfe des lignes courbes de Cramer. 

Ufages des Approximations précédentes j pour 
l’intégration des diverfes quantités. 


92. Comme on a des tables toutes calculées, 
des dÜTérentes parties du cercle , ainfl que des lo- 
garithmes , lorfqu’on aura à intégrer quelque dlffé- 
rencielle qui pourra fe rapporter au cercle, ou aux 
logarithmes , il fera inutile déformais de réduire 
ces dlfferencielles en fériés. Ce qu’il y a de plus 
utile à faire aduellement fur cette matière , eft de 
faire connoître celles de ces différencielles que l’on 
rencontre le plus fréquemment , & de faire voir 
comment on détermine les arcs de cercle , ou les 
logarithmes qui en font l’intégrale^ En voici des 
exemples. 


SJ. Nous avons vu ( 8 é) que 


T ad * 


exprimoiï 


( ax — X X ) 

l’cléraent d’un arc de cercle A 31 (fig. 17) dont a feroit le 
dianicire, & « l'ablcilTe; enfortc que l'intégrale de cette quan- 

* X 

tité ou f a pour exprefTion l’arc A 3i. Sup-» 

^ yf{ax — ^ 

pofant donc ■ que l’on demande la valeur de cette intégrale 

pour une valeur déterminée de x; alors de CA ou de 
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on retiincheta la valeur connue de x , ou A f , Sc Ton aura 
CP. Dans le triangle reftangle CP J/, on connoîtra donc 
l'angle droit , ITiypotliénufe C M = ^ a ,• fie le ccfté CP; 
on pourra donc calculer l’angle A C M; or connoiiïant l’aogle 
A CM, ou le nombre de degrés de l’arc A M, fie fon rayon 
CM, il eft facile de calculer la longueur de cet arc (Ge'om. ), 


94. Si l’on aroit 


hdx 




V' (gkx—pxx) 
étant des quantités connues , on tendroit cette diÆéren- 
cielle , femblable â la précédente , en divilknt d’abord 


baat fie bas , par y p,cc qui donaeroit 

h d X 


dx 




F 


X — XX) 

P 

; ot li l’on avok ici i pour 


multiplicateur de d x , la moitié de ta quantité 


g * 


qui multiplie x dans le radical , alors cette djfFérencielIe 
fetoit femblable 1 celle de YarticU précèdent ; donnons - lui 
donc cette condition , en multipliant fie divilknt en méme- 

h 


jemps par i . - 

g^ 

gk 

^ X 

P 

»P 

^ 

*p . 


iLdx 

'P 

*P 

Dans ces 

y » — »* 

P 

) 

P 


état, on voit que l’intégrale de notre différencielle eft un 

Ifç de cercle dont le diamètre eft , Sc l’abrcilTe x ; 

P 

I 
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cil, dis-je, cet arc multiplié par ~^s elle eft donc fa- 

cile à a/Iîgner, par ce qui vient d’être dit. 

9%. Si au lieu de compter les abfcilTes depuis le 
point A, nous les eullîons comptées depuis le centre C 
« nommant S le rayon CA, Sc x l’abrcifle CP; noua 
h d X 

Vl bb — xx-) de l’arc A M ; 

ce que l’on trouve aifément en comparant les triangle* 

femblables CPM, Âfrm, Si fc rappellant que PM 

W(ib — XX), & qué, puifque l’arc A JU diminue 1 
tnefure que CP oa x augmente, fa dilFérencielle d6it 
être négative. Ainfi quand oü aura une difiïrencîclle 

V(^A—pxx}' ““ changera comme ci-delTus , 

k dx gh 

~y~ repréfentant ici , bt; 


en 


y'p' . 

XX) 


OC 


la quantité — b qu’on doit avoir dans le numérateur. 

gft * 

multiplie donc àc je divife en même 


temps, pat — V 4c j’ai — tf. • P ^ ^ 

P P 

t3onc en fuppoCiht que CA =s 3^ , te C P x 

P * • 


- ^ 

— v'—dx 


^ P A 

***” 0“ plus généra-i 


r 

Mécanique, I. Part. ^ 
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Icmcm 


y/ P 


— V 




y. A M C, ou 


— k 


X AM-\- C, 


A l’égard de la conftante C, elle le détermine par les con- 
ditions de la qucAion particulière qui aura conduit à la ditlé- 
renciclle dont il s’agit ; & l’arc A M fe détermine comme 
nous venons de le dire (^ 5 ); c’cft-à-dire, par lé calcul du 
uiangle CPM, &c. 

»» aatfjc 

f6. Nous avons vu (86) que ■ ■ expri- 

ma XX 

noit on arc de cercle dont a eft le rayon , & a; la 
tangente ; arc que l’on peut déterminer aifément pour 
une valeur déterminée de x , en calculant l’angle AQN 
du triangle reélangle AC N (fig- , puis la longueur de 
l’arc AM. par le moyen du nombre des degrés de l’angle 
^ C A' & du rayon a. 


St donc on avojt 


k dx 


gb- -t- hxx 


, on divilcroit , baut & 


bas , par h ; ce qui donneroit 


g^‘ 


- 4 -xx 


puis multipliant baut & bas , par 

Â gb' 

h A 

X 




on auioit 


dx 




dx 


g!'" 

h 


g!>' 

h 


•XX 


g* 


g!>' 


00 


XX 


auroit donc l’intégrale, en calculant la longueur de l’arc qui 
a X pour tangente I ic V ( — ) pour rayon, & la mulu? 


pliant par 


gb--' 
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97. Ces trois différencîelles s’intégrent donc 
par les arcs de cercle. En voici qui s’intégrent 
par le moyen de la furface du cercle. 

L’élément du demi-fegment APM [fig. 17) 
eft dx l/" (ax — XX) en nommant AP, xj 
puifque y = lA" (^x — xx), & par conféquent 
y dx ou PpmM = dx \A" (aar — x x) i donc 
toute difTérencIelle qui aura cette forme , ou qui 
pourra y être ramenée par des préparations fem- 
blables à celles que nous venons d’indiquer , s’inté- 
grera par le moyen d’un demi-fegment de cercle 
dont l’abfcIiTe eft x & le diamètre a; fegment qui 
eft facile à déterminer , tant par ce qui précède , 
que par ce qui a été dit ( Gèom. iq.9 ), 

$8. Par exemple , il l’on veut avoir la furface du 
demi-fegment elliptique APM (fig. m), on aura 

y 3 = — ^ V (ax — xx); donc ydx ou d (APM) ==s 
a 

. r » JJ/' 

• — X x) : or dx V (ax — xx ) 

a ^ 

exprime l’élc'ment du demi -fegrotnt circulaire AP3i\ 

en fuppofknt qu'op ait décrit un cercle fur AB, comme 

‘ y 

diamètre; on a donc d (AP 3/) = — d (AP31'); 

a 

b 

te en intégrant, APM = APM' qui donne 

APM î AP M' tibia.; c’eft-i-dite que la furface 
du demi-ftgaunt elliptique, efi d celle du demi-fegment 
circulaire correfpondaru , comme le petit axe efi au grand 
'eue ; d’od il eft aifé de conclure que la furface entiète 

lij 
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de CeUip/cy ejl â celle du cercle décrit fur fort grand axe; 
comme le petit axe , eJl au grand axe. 

99. Si au lieu de compter les abfei(Tes depuis le point 
17) J on les compte du centre C; alors nommant 
CA, b. Si CP, X, on aura — dx ^ {bb — xx) pour 
l’élément du demi - fegment A P M ; parce qu’alors 
y = d ibb — XX), 8 c que le fegment AP M diminue 
pendant que X augmente , ce qui tend la düTétencielle de A P AC 
négative. 

Voici un exemple d’une diffétencielle qui le rapporte i 
cette forme. 

Propofons - nous de trouver la fiirface du fphétoide 
elliptique alongé. La formule générale de ces fones de 

furfaces , eft ✓ ftfx* - 1 - dy>) (74); l’équ>tiott 

T 

de l’ellipfe ett yy = {\aa~-xx)\ donc y = - X 

V(xaa-xx)l.dy=e-.l^y, 77^-;^; ’ 

y/ (dx^ -f- dy) , devient (\ aa — xx) X 

K (■'*' + '* 

multiplication indiquée, réduiûut , & faifant fottir d x* 

d. 

ou ; or C l’on 

nomme k la diftance CF au foyer F (fig. » 5 .). «>“ * 

*Jt = -; na - i ié. ou 4 - ** 

(Algèbre 130^ ; donc l’élément de la futface devient 
ch_d^ J y a*^4kkxx \ c_b^ ^ 4 » ^ 4 kkxx], 

TU K \ «« J raa- 
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Uivifons fous le radical pat 4 & multiplions au- 

^hors par la racine a ^ y nons aurons * ^ ^ ^ 

r a» * 

) , quantité à laquelle il &ut donner 

le ligne — pour qu’elle exprime la furfkce comptée 
■depuis le point A , parce que cette furfâce diminue â 

mefure que x augmente ; ainli nous axons — *f^**^_ 

r aa 

y Comparant donc avec — d x 

V (i b — xx) que nous venons de voir être l’expreHion d’un 
demi-lêgment circulaire dont le rayon eft ^ , nous en con- 
clurons que l’intégrale de — (^ -**)* 

eft un demi-fegment de cercle O P AT dont le rayon 
^ l’abfcilTe prilè du centre , eft a: y que 
cette intégrale, dis -je, eft égale i ce fegment plus une 
confiante. Donc fi d’un rayon CO xx ^ , c’eft-i-dire» 

uoifième proportionneUe i CF tiiCA,oa décrit le 
cercle ON R, on aura f — dx ym—h 

OPM'+ Ci donc/^ ifiiif _ xx'^ * 


^ e ik 


X OPM' 


icbk 


raa. 


XC. 


raa raa 

Pour déterminer la confiante C , il faut remarquer 
que la fur&ce dierchée , devant commencer au point A, 
doit être zéro â ce point ; or au point A, le demi- 


fegment OPM.' devient OANi on a donc o t= 

lüi 


___ lebk ^ 


raa. 
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OAN c, d’oii l’on tire C = — O AN; 

T ad 

donc l’intégrale complète ell ^ ^ - — x OP AP — * 

O/JA^, ou (O PM' — O AN), ou enfin 
ra<i rati 

* ^ ^ * (AFM' N). Donc la furface du demi-fphétoïde 
rua ^ 

fêta --Î— ('yfCilA';, ou puifque CO = ï^", «C 
/•* 2 ^ * 

guç par tonfctjuent = C O * furfaeç tèra 

-L X JL- X ACRN, ou L- X X AÇRNi & 

r 1 C'O r CO 

celle du (phéroidc entier, en ell le double. 

Quant d la manière de déterminer le rayon CO, elle 
efl fimple ; du point C comme centre , & du rayon CA , 
on décrira l’arc AL, qui coupe, en Z-, la perpendi- 
culaire FL élevée fur CA au point F; on prolongera 
ÇL jufqu’i ce qu’elle rencontre en N la perpendiculaire 
AN, élevée au point >4 ; ce qui donnera CN pour la 

valeur clierchée de CO, ou -pour > «o effet , les 

triangles femblables CFL Sc CAN, donnent CF \ CA •- 

Ç L-. Ç N ,o\xk:{a -.{ai C N = CO. 

loo. A l’égard des quantités qui fe rapportent 
immédiatement aux logarithmes , ce font toutes 
celles dans lefquclles la difFérencielle propofee , eft , 
ou peut être rendue, une fradion dont le numé- 
rateur fcit la diflcrençielle du dénominateur , oij 
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Cette différenclelle multipliée on divifée par un 
nombre confiant. 

Lorfque le numérateur eft exaftement la diffc- 
rencielle du dénominateur , l’Intégrale eft le loga« 
rithme du dénominateur. 

Ainfi y = Ix -+- C\ f —— = Cj 

X a -i- X 

= I {sa XX) C. 

aa XX 


Mais, lorfque le numérateur eft la différencielle 
du dénominateur, multipliée ou divifée par un 
nombre confiant ; alors il faut décompofer la diffé- 
renclelle propofée , en deux faâeurs , dont l’un foit 
une fraftion qui ait pour numérateur la différen- 
cielle exade du dénominateur, & dont l’autre 
fadeur foit un nombre confiant. Alors l’intégrale 
fera le logarithme du dénominateur variable, fera, 
dis-je, ce logarithme multiplié par le fadeur 
confiant. 


i , ax^ dx . 

Par exen'ple i P°® intégrer ^ , comme la differea- 

delle de a' >+- *> eft 3 ü faut que je prépare 

ma différencielle de manière i avoir ix'dx dans le nu- 
mérateur ; pour cet effet je l’écris ainfi -î- , _ 

3 n* -t- 

dont l’intégrale eft / f a* -t- 3 "** 

— . d* =/ I -- 1 dx 

rareilleinent f- 




— l 


a — X 

liy 
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«sT/('fi-T'X)4- £■ = O — / 

h — / {a— *)4- C= / — î — 4- C. De même 

« — » 


A 


xdx 

aa-^ XX 


./ 


\xdx 

aa-^xx 


I 

ï/(aa-t.afjfj4-C=3 , 


/ ✓ ( fl a + ** ) -f- C. Enfin /JLlü—lif = /•_£_ 

k-^bx^ bn 


nhx”— ' </jf 

^ -J- ^ 


= -^ M ‘ 4- * + ç 


fl 

i H- C. 

Voici un exemple de la manière de déterminer ces intéJ 
grales en nombres, Suppofous qu’on demande la valeur de 
^ K étant 5 ) , lotfque jc = s, Ç’efi donc l 7, 

qu’il faut avoir. Je prends dans les tables ordinaires le lo- 
garithme de 7 , qui ell 0,84^0980; Je le multiplie (88) par 
*,30158509 ou 1,3025851, Se. j’ai 1,9459100 ou 1,945911 

dx 

pour la valeur de / ( fl -f- x) ou de l’intégrale de _ 

' O . a+x X 

lorfique fl = 5 , & AT = *. 


101. Cn rencontre quelquefois des difTéren- 
çielles qui s’intégrent direâement par logarithmes , 
quoique cependant elle ne puiflènt pas être pré- 
parées çomne les précédentes) par exemple ^ — j 

eft dans ce cas. On réuflît quelquefois à leur donnée 
formç de dififérencielle logarithmique en elTayant 
(le les multiplier par une fonâion de *• , telle que le 
produit devienne la dÜTérencielle de cette fonâiqn , 
PH différencielle multipliée ou diviféq 
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par un nombre conftant. Alors en divifant pat 
cette meme fonâion , la diiFérencielle feroit évl* 
demment une diiFérencielle logarithmique. 

En appliquant cette réflexion à — , je la mul> 

yf (xx— O 

tiplie i>xix+rf(xx — i), & j’ai + dx , 

V' (xx — ij 

qui eft en elFet la düTéiencielle de x + V ( x x — ^ ) i 

, xdx 

dx-\ 

/- , ■ r dx ^ Vf**— l) 

en lorte que lai f—r-, =7 

^ ■' Vf**— ij ^ x^A'f** — i) 

s= /[*-+■»/ C xx — !_)]•+- C. 

dx 

On trouvera de même l’intécrale de en mul- 

V(l XX) 

tipliant d'abord haut & bas par v' f — « ce qui donnne 

dx ^ ^ I ) , 

i -J, dont l'intégrale, félon ce qu'on vient de voif, 

eft /[*H-v/(**_)]H-r. 


102. Nous avons promis ( d’expliquec 
comment il arrivoit que la règle fondamentale de 
l’intégration des monomes, donnoit une quantité 

infinie pour l’intégrale de , tandis que cette in« 

X 

tégrale a pour expreflion /x, ou du moins /x C 

L’intégrale de- ^^ peut être finie ou infinie, félon 

la portion qu’on veut en avoir. Pour éclaircir ceci » 

dx 

remarquons d’abord que prendre l’intégrale de 

n’ef^ autre chofe <^ue quarrer l’hyperbole ordinaire^ 
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confidérée par rapport à fes afyrnptotes. Ên effet , 
l’équation de cette courbe eft aa, ou xj := i 
en fuppoiânt, pour plus de fimplicité, a = i. Or 

de cette équation on tire y = —s donc l’élément 

ydx de la furface, devient ; donc fi l’on veut 

avoir les efpaces comptés depuis l’afymptote A Z 

( Jîg. 26), l’intégrale de ou 1 x -f- Cdoit être 

telle qu’elle devienne o , lorfque le point P tombe 
'au point A, ou lorfque x = Oÿ on a donc alors 
Zo-f-C = o, & par conféquent C = — l o 

donc l’intégrale eff / x — / 0 ou I — j c’eft-à-dire , 

O 

gue les efpaces Z AP MF comptés depuis l’afymp- 
tote lont infinis, Z ScV étant fuppofés les extrémités 
de l’afymptote & de la branche correfpondants de 
l’hyperbole ; ce qui n’a rien de furprenant. 

Mais fi , le point O étant le fommet de l’hy- 
perbole (auquel cas l’afifciffe correfpondante AN 
c= I ) , on veut avoir les efpaces comptés depuis 
le point N; alors l’intégrale Ix H- C doit être telle 
qu’elle devienne zéro , quand le point P tombera 
fur le point N , ou quand x = i ; on a donc l i -H 
C = o , & par conféquent C = — / 1 = o ; donc 
les efpaces NOMP font exprimés par Ix, 

On voit par-là i“. que les logarithmes que 
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^onne immédiatement le calcul , expriment let 
cfpaces hyperboliques compris entre l’afymptote & 
la courbe, & comptés depuis le fommet O de la 

courbe. 2°. Que fi l’intégrale de ou af dx» 

X 

prife d’après la règle fondamentale , eft infinie , 
c’eft qu’elle ( xpri ne les efpaces comptés depuis 
l’origine des afymptotes. 

Nous verrons par la fuite , des exemples d’in- 
tégration par logarithmes. 

De la maniéré de ramener ( lorfque cela 
ejl poj^ihle') t inte'gration d'une Diffé^ 
rencielle binôme propojée , à celle d’une 
autre différencielle binôme connue. 

105. Lorfqu’après avoir fait fur une différen- 
çielle binôme propofée -l’examen néceflaire (<58 & 
70) pour reconnoître fi elle eft int^rable, on fe 
fera afturé qu’elle ne l’eft point, on ne doit pas 
encore fe hâter de recourir aux méthodes d’ap- 
proximation dont nous avons parlé & fuiv . ). 
Il faut examiner fi la différenclelle propofée ne 
pourroit pas être rjmenée à une autre différencielle 
binôme plus fimple, dont on connut déjà l’intégrale 
par approximation. Or voici à quels caradères on 
rçconnoitra fi une diiféreqcielle binôme propofée 
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peut être ramenée à une autre difFérencielIe bî-| 
nome connue. 

Soit fl x”* d JC (6 -4- c x"/ la difFérencielIe propofée ; 
& foit ex' dx( b -i- ex")' , celle à laquelle on vou- 
drolt la ramener ; c’ed-à dire , que ces deux dif- 
fcrencielles ne different que par les coëfHciens a & e, 
& par l’expofant de x hors du figqe ; r eft fup- 
pofé plus petit que m, & de même figne. La ré- 
duâion de cette première difFérencielIe à la fécondé ^ 

fera poflible , fi . eft un nombre entier po» 

fïtif. Et pour y parvenir, on fuppofera fax”' dx 
(b c x” y = (b -i- c X" )'*' ( A x”' — 
Sx”—'"*' -h Cx'"—J-*‘ _t_ Grc.) -h Qfex'dx 
(t-+-cx"/, en admettant autant de termes plus 
un dans la fuite Ax"' •+• Sic, qu’il y a d’unités 

dans , Et pour déterminer la valeur des 

I 

coëfHciens A ^ B Sic. on différenciera cette équa- 
tion, & après l’avoir divifée par (b cx"Y , on 
tranfpofera tous les termes dans un feul membre; 
alors on égalera à zéro , la fomme des termes qui 
multiplient une même puiffance de x, on aura au- 
tant d’équations qu’il y a d’inconnues /f , B , C , 
&c. & qui ferviront à déterminer ces inconnues. 

Par exemple , fi j’avois à intégrer ( a a — x x ) 

a' 

je vois d’après ce qui a été dit ( £8 & 70 ) que cette 
diffètencieUe n’cA pas iacègrable« Mais la forme de U 
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quiDtlt^ fous le fîgne , écanc la même que celle qui 
entre dans l’ispreHion d’un arc de cercle , je cherche 
fl la quantité propofée ne pourroit pas dépendre de 

adx (aa — xx) >qui e(l rexprclUon d’un arc de 
cercle dont le rayon eft a, & sc rabfciflê prife du centre. 
Je vois d’aptes la règle que nous venons de donner ^ 

que — ^ ou t ? fait un nombre entier pofitif 3 ; 

n i 

J’en conclus que l’intégrale de la différencielle prepofée 
dépend en effet d’un pareil arc de cercle ; & pour avoir 

cette intégrale, je fuppofe / faa — xxj ’ =* 

(aa — xxj^ {Ax^-t-jBx> -+- Cx) + Qfaix( aa — xx) 
Diâérendant , j’ai.... 

f (Ax^-i-Bx^-i~Cx) [-*dx(<M-**) ■ ï] 

(aa—xx) * = ^ ■+-(aa—xx)'(fÂx*-i-i£x'-i-C)dx 

Qadx(aa~xx)'^'^ 

Divifânt par Jx (aa — xx) >, j’ai 

— = — Ax* — Bx^—Cx'-+-(aa — (^Ax*+j Bx‘-hC)-hQa. 
Faifant la muliiplicaiion indiquée , & tranfpofânt , il me 
vient — - — ** -f- B X* -f- C x' — Q a 

<t* 

-+- Ax* -+- I B X* -f- C x^ 

■+■ i A X* — f A a^ X* — 3 2? a’ — Ca'’ 

Puis donc que cette équation doit avoir lieu , quel que 
foit sr, il faut que la fomme des termes qui mulûplient 
chaque puillânce de x, foit zéro; j’ai donc 

'4 A -i î— =c O, — i A a^ -+-4-ff = 

A* 

• I £ a* s=:o,>» Qa m C4* ^ o. Tiraq 
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de ces équitions les valeurs des inconnues A , B , &c. on à 

^ = - tV ■ ' “ - ;r.- e ‘ 

X* dx 


'Ainil rimcgrale de 


( a a — X X ) 


eft 


( a a 


X X )^ ( 



IfL 

14 n' 


f * 
16 a 


) -f 


1 — ^ 1 

■^fadx (aa — xx) ' -i- C. Ot fadx (aa — xx) *, 

ctanr un arc de cercle donc le rayon ell rz , & rabfdlTe x^ 

cft facile à avoir. 


104. SI la différence m — r des deux expo- 
fans hors du ligne , divlfce par l’expofant p fous le 
ligne ne donnoit pas un nombre entier politif , il 
ne faudrolt pas en conclure que la rédudllon d’une 
diffcrencielle à l’autre , n’eft pas poffible^ Il faudrolt 
encore rendre l’expofant fous le ligne, négatif dans 
chaque différencielle , & li la différence des deux 
nouveaux expofans hors du ligne divifée par l’ex- 
pofant fous le ligne donne un nombre entier politif, 
ia réduâion ell poffTible. 

Par exemple, /I l’on demande .Ti la quantité». à 

■Jt~* dx (a* — X*) *, dépend de J x (a* — x*) *; 

m — r — 8 — • O , 

je VOIS que ou , ne donne point 

. n 4 

Un nombre .entier polîd£ Mais avant que d’en conclure 
que ces deux difTcrencielles ne dépendent point l'une 

t 

de l’ancre, j’e les chaîne. en x~'° dx (a* x''* — * 

fl K~* dx (a*^x~*mms) 1. Qt , ici, je vois que 
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m — r — lo-f-z 

• ■ - ou donne un nombre entier pofiiif ; d’oil 

n — 4 r . 

je conclus que ces deux didcrcncielles dcpenJcnc l’une de 

l'autre. 

Pour intégrer la propofée, dans ce fécond cas, 
on opéreroit comme ci-deflus , non pas fur les 
deux dilférencielles mêmes , mais fur ce qu’elles 
deviennent après avoir rendu l’expofant négatif. 
Ainlî dans l’exemple ci-deflus, je fecois 

I 1 

fx-'odx ('a‘x-4— i; 

•M» L 

~h Qfx~' dx (a* x~* — t) & l’achèverois comme cH 
delTus , pour déterminer les coelHciens A , B ^ Q, 


lOf. Il peut arriver dans certains cas, que la 
différencielle propofée foit intégrable , quoique par 
l’une ou l’autre de ces deux règles elle paroi/Te dé- 
pendante de la dilFcrencielIe donnée. Mais outre 
qu’on eft cenfé avoir déjà examiné par la règle 
donnée (68 & 70) C la différencielle propofée èft 
intégrable , il arrivera toujours dans ce cas , que le 
coefficient Q que l’on donne à la différencielle à 
laquelle il s’agit de réduire la propofée, (êra = o. 

1 

Pat exemple, fi on demandoit û x~* dx (aa — xx) * 

eft dépendant de dx ( aa xx ) on tronrerpie 

que cela ne fe peut pas dans le premier des deux cas 
ci-defTus ; mais dans le fécond, c*eft-d-dire en changeant 

ces diffcrencielles en x~l d x (aax~* mm jJ ft 
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at“‘ d)€ ( a a x~* — i) * j on trouveroit qtiri 

*” ~ ou — e(l un nombre entier pofitif ; 

n — 1 

ce qui indique que la première dilTérencielle peur 
dépendre de la fécondé. Cependant la difierencielle 

J- 

x~* dx (aax~* ^ ) * eft intégrable (68). Mais 

la contradiftion n’cft qu’apparente ; car fi fur le témoignage 

de la quantité — — égale d un nombre entier, nous 

«V i 

cherchons en effet d réduire x~f dx ( aàx~* — i) *■ 
à x“* d X (a a x~* — t) *, nous ferons 
/*"» dx ( aax~* ' = (aax~* — i)'^ (Ax~'-^-S) 

JL 

‘i-Qfx~‘ dx (aax~'— i) * ; & déterminant les coëlfi- 
ciens jd. B, Ç, comme ci-deffus, nous trouverons Q =: a 

£ 

ce qui donne /st“' dx (aa — > J * > * mie quan» 

(ité purement algébrique. 

io5. Suppofons maintenant , que les deux bi- 
nômes qui entrent dans les différencielles dont il 
s’agit ici , aient des expofans difFérens ; en forte que 
la différencielle propofée foit hx^ d x ( a -+- fc x" )', 
& celle à laquelle on veut ramener celle -li, 
foit x”' dx (a b x'')P,p ayant une valeur numé- 
rique plus petite que celle de r. Si r eft pofitif, on 
changera la dilTérencielle hx‘ dx (a -+- bx^y^ en 
cette autre hx‘ dx (a -+- Ax"/~i’x(a-4- tx")''. 
'Alors fi r — p eft un nombre entier pofitif, oa 
pourra séduire dx {a^bx” (a ^ b x“>/> 
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en une fuite de termes de cette forme 

Cx‘*'”-i-Scc.] dx {a b x’’-'/ i 
dont chacun peut être ramené h x'^ dx (a -4- b x")^ 
par la méthode précédente fi s — m peut être 
divifé par n ; & pour y ramener la totalité , on ap* 
pliquera, mot à mot, ce qui efi preferit pat cette 
méthode, en prenant, pour ce que nous y avons 
appellé i , le plus grand expofant de x dans la 
valeur développée de kx’dx{a -t- bx^'/'f. 

I 

Pat eiemple , fi j’avois fx'dx(bh — x x )'^ k réduire d 
/dx (b b — X X J ^ , je changerois /x' dx ( bb — x x J '■ 
en /x' dx ( b b — k x ) ( b b — x x )* o\x / ( b b x'^ dx 

X* d X ) (b b — X X )^ •, alors ce que je dois prendre 
pour a , efi 4. Je fuppofe donc , conformément à la méthode , 

I /( bbx‘‘ dx — x'dx)(bb — XX (bb — xx)* 

(A X -4- B x' ) -t- fKdx (bb — ararj»* 

Si au contraire la valeur de r eft négative , on 
préparera la diiférencielle à laquelle on veut rap-> 
porter la propofée, on la préparera, dis-je, de cette 
manière, x’”dx (a -q- b x’^y' x (a -f- b x")'; 
& Cl P — r eft un nombre entier , comme il fera 
nécelfairement pofitif (puifque nous fuppofons r né- 
gatif & plus grand que p , quel que foit d’ailleurs p ) , 
on pourra réduire x"‘dx (a~\~ b x^ y ~ a b x/^ 
à une fuite finie de termes de cette forme ...... ..1 

Mécanique, I. Part, % 
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{A'x"" H- JB'jr'"*'* + Cx”'*'" 4“ &c.) (a 4- ia")'. 
Alors. on agira, comme s’il étoit queftion de ré- 
duire cette dernière à la forme x‘dx{a 4- bx")'; 
c’efl - à - dire , qu’on opérera d’une manière toute 
femblable à celle que nous venons de prefcrire 
dans le cas où r étoit pofitif. 

Par exemple, s’il s'agilToit de réduire dx (aa -f-xxj"* 

^ X y 

idx (aa -f- xx)~’ ou qui (86) s’imègre par 

aa -h XX 

un arc de cercle donc x eft la cangeme , & a le rayon ; je 
changerois Jx (aa ■^xxj~' en (aa -+-xxj dx (aa-t-xxj~' } 
& comme le plus petit expofant hors du binôme propofé , ell 
— 1 , je fujipolêrois /"R (a a + x xJ dx (a a -t- x xj~^ = 
(aa-1- xx)~ ‘ (A x~’ + £ x) dx (aa-h x x)~*. 

Et j’acheverois comme ci-deiTus, pour déterminer les coclfi- 
ciens A y £ U R. Alors , par la iranfpoGtion , on auroic la 
Talcur de fgx~* dx (aa -h xx)~' ^àin% laquelle je tédui- 
rois enfuiie R (a a -h x x) d x (a a -+■ xx)~‘‘, à Rdx 
(aa xx)~‘. 

Si P — r n’étoit pas un nombre entier , la ré- 
duâion d’une diiférencielle à l’autre, ne pourrolt 
avoir lieu. 

Des Fraclions rationnelles. 

107. Toute quantité dilFcrencielle rationnelle , 
ell toujours intégrable, ou algébriquement, ou par 
des arcs de cercle , ou par des logarithmes , ou par 
CCS trois moyens à la fois , ov par deux feulement. 


i 
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Êlle efl toujours intégrable algébriquement , lorf- 
qu’elle ne renferme point de dénominateur variable , 
à moins que ce dénominateur ne foit monome , 
en exceptant feulement dans ce dernier cas , la 
circonftance où le dénommateur ne feroit élevé 
à d’autre puilTance que l’unité. 

Il nous refte donc, à voir la vérité de notre 
propofition , dans les autres cas; c’eft à-dire, dans 
les cas où la différencielle propofée a un déno« 
minateur rationnel complexe. 

Nous fuppoferons que dans le numérateur de 
la fraétion diSerencielle propofée , la variable foit 
moins élevée que dans le dénominateur. Si elle 
n’étoit pas dans cet état , on l’y ramèneroit en 
divifant le numérateur par le dénominateur jufqu’à 
ce que la puilTance reliante , fût plus petite que 
dans le dénominateur. 

Par exemple, fi j’aroii à intégrer . ** 

a a -I- J ax -h x x 

je cornmencerois par divifer x> dx pat xx ■+■ 3 a* -f- <2 a; 
j'aurais xdx pour quotient , 8c — ^ a x'dx — a a x dx 
pour reAe. Je diviferois encore ce refte par le même 
dénominateur , & j’aurois — i ad x pour quotient , 8 t 

- 4 - i a* xdx -t- dx pour tefte j alors , au lieu 

de je arendrois xdx ^ t a dx -h 

aa -t- J ax -h XX 

8 a' xdx •+■ I a* dx 

a a -h xx * 

kij 
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Pour découvrir par quel moyen nous pourrorj 
infc^rer les fraftions clÜTérenciencs rationnelles , 
rappelions nous que la dÜTcrencieüc ou logarithme 
d’uns quantité , étant la diH'érencielle de cette 
quantité ciivifée par cette quantité meme , c’efl-à- 
dirc, étant toujours une fra'iHon ; il efl alTez naturel 
de foupçonner que l’intégration des fradions ration- 
nelles pourra fouvent dépendre des logarithmes. 
Prenons , par exemple , 2 a log. { a x ) — ■ 
2 a log. ( 2 a -i- a: j ; en différenciant , nous aurois 

1. ad X Z a dx . I •/- A 

, ou en rcduilant au meme 

tl -f X Z U X 

dénominateur, jj 

que pour intégrer cette fradlon , il n’y auroit 
autre chofe à faire qu’à la décompofer en deux 
fradions , dont l’une eût pour dénominateur 
a -i- X , & l’autre 2 a -4- x ; & dont les nu- 
mérateurs feroient des nombres conflans multipliés 
par dx-, ces deux fradions s’intégreroient alors 
par logarithmes. 

loS. Il eft donc affez naturel de tenter , pour 
intégrer ces fortes de fradions , de les décompofer 
en autant de fradions fimples , que le dénominateur 
peut avoir de fadeurs , & dont chacune ait pour 
dénominateur un de ces fadeurs ; c’eft en effet la 
méthode que l’on peut & que l’on doit fuivre , 


Digitized by Googl 


de Mat h é h: AT 1 qv e s. i -jp 

lorfque tous les fadeurs , dont le de'nominateuc 
a pu être formé , font inégaux. 

t 

. lop. Mais lorfque parmi les fadeurs du déno- 
minateur, il s’en trouve qui font égaux entr’eux ; 
alors on ne doit pas s’attendre que la méthode ait 
du fuccès , parce que l’intégration ne peut dépendre 
entièrement des logarithmes. 

En effet , fi l’on avoit , par exemple , —JjL 


dont le dénominateur a deux f.deurs égaux x 
& a -t- .V, on trouveroit (66) que l’intégrale de 
cette quantité, ou de fon égale dx(a ~+- x)-- 

eft (a -+. X)-' H- C qui ne dépend point 
des logarithmes. Mais on voit, en mème-temps , 
que fi l’on différencloit une quantité telle quJ 

<t il ^ 


2al (a -4- x) -f- 2 . al 


on auroit 


ou 


^ax) dx , ^adx 


(U -t- x)^ 

tout au meme dénominateur) 


^ndx 

(il -+-*;> a -if X xa y 

1 ., , 5 OU (en réduifant 

^<ix'‘dx-+- 9a'xdx-f ^d'dx, 
(xa-fxj > 

dont l.ntégrale dpit évidemment renfermer une 
quantité algébrique ik des quantités logarithmiques. 
Or le moyen de revenir à cette intégrale feroit 
de rendre à la diffcroncielle , fa forme précédente 

, c’eft-à-dire , de là 

K üj 


an -f- Z ax 


dx 


: a dx 
a -f X 


(a -t- X/ 
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décompofer en deux fradUons , dont la première 
eût pour dénominateur tous les fadieurs égaux , U 
dans fon numérateur toutes les puiiTances de x , 
moindres que la plus haute puifTance du dénomi- 
nateur; à l’égard des autres fraâions, elles auroient 
pour dénominateur, chacune, un des faéteurs iné- 
gaux , & n’auroient aucune puilTance de x au numé» 

rateur. Car alors le terme ^ * d jr s’intégreroit 

(a ■+■ xy 

facilement par les règles données & le terme 
■ ^ s’intégreroit par logarithmes. Or on peut 

toujours partager alnfi toute fradiion rationnelle i 
& c’efl ainfi que nous le pratiquerons , du moins 
lorfqu’il n’y aura pas de fadleurs imaginaires dans 
le dénominateur ; cas que nous examinerons après. 


Ainfi 




reprèfeniant , 


M -h Nx -+- Rx' -h...Tx'' 
en général , toute fuéiion rationnelle , fi l’on fûppofc que le 
dénominateur ait un nombre m de faéteurs égaux à .r -t- 
un nombre p de faéleurs égaux 2 x -i- /i , &c. Sc un nombre 
quelconque de faâeurs inigaux , & rcpitfcntcs par x -t- < , 
X ~h ^ , X -i- r , Scc. auquel cas la fraéiion propofée fera... 
(a i X 4- ex' -i-...kx^~‘)Jx 


( x-h gj ^ (X 4- X &c. ( * 4- i) (x 4 - ÿ)( * -H r) 
il faudra, pour intégrer cerre fraâion , fiippofcr. ...... , 

(<i 4- ix 4- ( x' -t-.,.kx'~' ) dx 


&c. 


-f- &c,,.(x4-i) (x4-j) (x -h /-)x&c, 

A x”'~ ' dx -k- B x""'' dx 4- Rdx 

^ — (•» 4 - gr 
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A' xt~' d* -+- £' xt - * d X ■+■ R' dx 


(X 


K» 

N dx 


&c. 


•+■ Sic. A , B , C , Siu 


Ldx Md» 

— . -+• 

X -t- q *>+-r 

^tant des coefliciens conftans , & indéterminés. Alors , G par 

quelque moyen que ce foit, on détermine ces coëfficlens , il 

fera facile d’avoir l'incéqrale. Cela ell évident pour les ftaâions 

I. dx M d X N dx 

X -h i ^ X -f- q * » -i- r 

eft L l (x-f- i), Jl/l (J! -f- q) , NI (x -+- r) , Sic. à 

,,, J J r n- A x'“~‘ d X B x'"~* dx-^,. .R dx 
1 e;;ard des fr.iClions _ 

“ (* H- gr » 

on fera, pour plus de fimplicité , * -♦- /Ç =c ï, ce qui don- 
nera X = — g , Sc dx xz d^. Subftituant ces valeurs, 

on réduira la totalité à une faite de monomes faciles à inté- 


G.nples 


, &c. dont l'intégrale 


grer , Si don: un féal fera de la forme 


• , c’eft- à-dire. 


s’intégrera par logarithmes. De même, pour les termes... 

A' ïf - ' dx -f B' xt - ^ d X •+■ R' dx 

*- » 


fera 


X + h = i'. 

AinG , il ne nous refle que deux chofes à examiner ; la 
première , comment on trouve les faédeurs du dénominateur 
de la fraâion diirétencielle propofée, la lêconde, conunent 
ou trouve les coe.ficiens indéterminés. 


I lO. Pour trouver les facteurs du dénominateur, 
il faut fe conduire comme pour réfoudre i équation 
qu’on auroit en égalant ce dénominateur à 2cro ; 
puifque [ Al". 14^ ) rcloudre une équation , revient 
à chercher les fadeurs binômes dont la multipli- 
cation a produit cette équation. 

K Iv 
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III. Quant à la manière de trou\'cr les coëFi; 
ficiens A , B , C ; es qui fe prefente de plus na- 
turel , eft de réduire au même dénominateur toutes 
les fradions où ils entrent ; alors les deux membres 
de l’écjuation formée de la fraélion propofee &: de 
ces nouvelles fradions , ayant le même dénomina- 
teur , on peut fupprimer ce dénominateur de part 
& d’autre j & ayant tranfpofé tout dans un feql 
membre , il faut , pour que l’équation ait lieu , 
indépendamment de toute valeur de a: ; il faut , 
fis-je, que la fomme des termes qui multiplieront 
une rr.ême puiflance de x, foit zéro. Cette condition 
donnera autant d’équations qu’on a de cocfficiens 
indéterminés , & qui feiviront à déterminer ces 
memes cocfficiens. En voici des exemples. 

Propofons nous d’intégrer — — — ; je fuppoferai 

^ aa — XX 


d X 


A dx 


Bdi 


, puifque les deux 


«.( — XX a -i- X a — X 
factcurs du dénominateur a a — xx, font a x 
Sc a — X. Alors , réduifant au même dénomina- 

d X (A a — A X -h 1! a -i- B x) dx 

— XX a a — XX * 


^eur, j ai ■ 


fupprimant le dénominateur commun , divifant par 

Î i -1- A x\ 

— A a — B X S = O , 

— Ba J -, 

(jonc i — A a — Ba = o, S: A — B == o, d’où 
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H eft facile de conclure ^fc= — ,&Bz=_L* 

^a la > 

I T 

, dx dx 

nous avons donc — — = — l 

<ta — XX a-i- X a — x > 

dont l’intégrale eft / — ~ — = _L_ Z fa atI 

aa — XX 1 a ^ 


Ul{a — X) -h C = —l f_±_* -h C. 

*• “ X a a — * 

Propofons-nous , pour fécond exemple , la frac- 
tion -f- ? a* * -f- 4 


*/ (xa^i-xj 


d X 


, que nous avons 


eue (lop) en différenciant «4_ 2 a f (a-^x) 

a -+- X \ / 

H- aai (2a -f- x). Nous fqppoferons donc 

4 ax* -t- pa* J -f- 4 a’ J „ Ax + £j , Cdx 

a-^x^ (xa-hxj {a-+-*)‘ ^ xa-t-x > 

rcduifant au même dénominateur, on aura (apres 
avoir fupprimé le dénominateur commun , divifé 
par dx, Bc tranfpofé) 


^ax^ H- ^a*x •+- 
■— ^ — 2 A ax — 2B a 

— Car‘ — Bx — Ca a 

— 2 aC X 

donc 4a — A — C=o,p«’ — 2Aa-^ 
P 2 a C = O , 4 fl* — - 2Bfl — Caaï=o, 
équations d’où l’on tire A = 2 a, B = a' 

C — 2a. 

l^a dilfcrencielle propofee fe changera donc en 
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ladx 


r ax -t- aa J t a x — a a , 

dx.iai i a{, ou 

(a -h .V/ ï î 


dx Or le dernier terme a 

(a + x)^ i U -H X* 

évidemment pour intégrale 2 a log. (, 2 a x ), 
A l’égard du premier , je fais a ■+• x = ^ , j’ai 
donc X =: ^ — a , &dr = df. Subflituant dans 

dx, J ai — i a J , ou i- — 

(a -H .V/ ' ï î î 

dont l’intégrale cft 2 a log. î H — ou 
n ï 

2 a l (,a -i- x) ~i ^ ; donc l’intégrale totale 

U -f- X 

cfl — —— -t- 2 a log. (a + Jr) -\r 2 a log. ( 2 a -+- ar ) , 

a -t- X 

ainfi qu’elle devoit être. 

112. Cette méthode cft générale. Mais on 
peut faciliter la recherche des coîllicicns , par plu- 
fieurs méthodes. Par exemple , on peut trouver , 
indépendamment les uns des autres , les coclHciens 

des fradions fimples , en cette manière. Soit 

la fraction propofée \ h x a un des fadeurs 
du dénominateur ; & foit P le quotient de M 

divifé par hx -+- a. Concevons décompofé 

Âiî-e Odx . Ndx 

en - — ; alors nous aurons — = 

h X a. 1 ‘ 

Adx , Qdx ^ 

donc en réduifant au meme dénominateur , S: 
.ayant égard à la fuppofiîion que P = 



1 
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ou P X (h x-i-a) = My on aura 
N = AP-hQ(hK -4- fl). Maïs en diffé- 
renciant l’équation ( hx ^ a ) P = Af, on a 
hP dx -\r {h X H- a) dP = d M, Or cette 
équation , ainfi que l’équation N => A B 
Q (hx -l- fl) devant avoir lieu pour toute valeur 
de a: , auront également lieu , lorfqu’on mettra pour x 
une valeur quelconque. Mettons donc pour x la 
valeur qui donne le réfultat le plus Ample : c’eft- 

à dlre, mettons pour x la valeur —-5- que Ton 

h 

a en fuppofant le dénominateur h x a = o î 
alors nous aurons hPdx = dM, de N =A P. 

Mettant dans la fécondé, la valeur P = qu« 

donne la première, onz A = ; c’eft-à-dire, 

que pour avoir le numérateur^ de l’une quelconque 
des fradions fimples , il faut divifer le numérateur 
d X de la propofée , par la différencielle d M do 
fon dénominateur , & ayant fubditùé pour x la 
valeur que l’on auroit , en égalant à zéro le déno- 
minateur de la fradion fïmple , on multipliera le 
tout, par le coefficient de x , dans ce dénominateur 
{impie. 

Par esemple , pour avoir let nnnicrateur* A Se £ iet 

, AJx . £Jx , , r „ 

fwfUons & dans Jerquelles nous avons 

fl a; « — * 
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ci^dt^niis , décompofc la fraftion , je diltctcncic 

<1 a — X X 

le dénominateur a a — x x , ce qui me donne — xx dx. 
Je divife donc le numérateur dx de la propoféc , par — x x dx , 

ce qui me donne — — î — , dans lequel mettant fuccclTi- 

X X 

▼einent pour x , — a Sc a , ( qui font les valeurs que l’on 
trouve pour x , en égalant rucccllivemcnt à zéro , les dénomi- 
nateurs n X & n — * des fraâions partielles ) , & mul- 
tipliant par les valeurs i & — i , de A , j'ai , & — i- 

xu xa 

pour les valeurs de ^ & de j&, comme nous l’avons trouvé 
ci-delTut. 

On peut de même , trouver des règles générales 
pour déterminer les coëfficiens des numérateurs des 
fradions partielles qui ont pour dénominateur le 
produit des racines égales ; mais nous ne nous y 
arrêterons pas., 

113. Quoique les règles que nous venons de 
donner pour intégrer les fradions rationnelles, foicnc 
générales; cependant, lorfque quelques-uns des fac- 
teurs du dénominateur font imaginaires, on a pour 
intégrale , des quantités compofées d’imaginaires , 
intégrale qui n’eft pas moins réelle , mais que l’on 
ne ramène pas toujours commodément à une forme 
réelle. Ce qu’il faut faire dans ce cas, eft d’extraire 
d’abord du dénominateur tous fes fadeurs réels ; 
après quoi on décompofc le rode, non en fadeurs 


I 
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du premier degré, mais en fadeurs du fécond, 
lefijuels font toujours réels. Alors pour chaque 
fadeur du fécond degré , qui peut toujours être 
reprélenté par H- ia: -f- c, on forme une 

fradion de cette forme -'^..*■-5 , & l’on 

a x'’ -i- b X c 

détermine toujours les coëiïiciens comme ci-delTus. 


Par exemple, C l’on avoir à iiucgrer la fraûion — . * 

on ttouveroit d’abord en égilanc à zéro le diinominateur 
— x' , que <i — jf eft un de lès facteurs ; puis dlvifanc 
~ ** par a — X , on auroit a* -t- n x -t- x* qui ren- 
ferme les deux autres fadeurs. Mais en égalant à zéro , cette 
quantité , pour avoir fes deux fadeurs , on trouveroit qu’ils 
font imaginaires. C’eft pourquoi , fans chercher à déconipolèr 
la quantité propofee , en trois fradions qui aient pour déno- 
minateur chacun des trois fadeurs de <z> — x> , je la decom» 
poferai feulement en deux fradions qui "aient pour dénomi- 
nateur , l’une le fadeur a — - x, & l’autre le fadeur 
-t- a X -f- x’ ; ainlî je fuppoferai 

il* il X A dx Mxdx C dx 

“T; P r - , Rédui- 

a' — x‘ a — X aa ax XX 

fant au même dénominateur, divifant par dx, & tranfpofant, 
on a 

— A a- -i- ex -f-^x'^ï=o. 

— C 


a* — Aax — A x*'\ 

4 a* -i- Cx -+■ £x^t = 
Ca — Hax 3 


Egalant à zéro la fomme des termes qui multiplient une même 
puilTance dex, onajB — .<^ = o, C — A a — £ a=: o , 

— A a* — C a = o j d’oil l’on tire A ' — ' — ^ — , 

} ^ 


\ 
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1 ai 

~T~‘ 


Ainfî l’oa a 



a' 


xd> 


1 a> 


— H- — ^-T • L’intcffrale de la pre* 

mièrc fraâion du fécond membre eft évidente par ce qui pré- 
cède j quanc à celle de la lêconde fraélion elle k trouve par 
ce qui va être dit incclTammenU 


114. Si parmi les faâeurs du fécond degré, 
il s’en trouve qui foient égaux entr’eux , alors on 
fermera , pour chaque groupe de faéteurs égaux , 
une fraâîcn de cette forme 

„ étant le nombre 

des fadeurs qui fe trouvent 

égaux entr’eux. 


Far exemple, G l’on avoir d intégrer « 

a * , on erouveroit que le déno- 

(x' — a') 

minateur ell décompofable en ces trois faéienrs x — a , 
** -f- ax -H fl* & X* -f- a* “1- Sans chercher à décom- 
pofcr CCS derniers, en faéleurs Amples qui feroicnt imaginaires, 
on les emploiera tels qu’on les trouve ; mais comme ils G>nt 
égaux , au lieu de les prendre pour dénominateur de pareil 
nombre de fraélions , on prendra leur produit (fl* M- fl x -1- x* )* 
pour dénominateur d’une lèale ftaébion , dans le numérateur 
d* laquelle on fera entrer toutes les puilTances de x, infé- 
xieurcs i la plus haute de celles qui le trouvetont dans le dé- 
nominateur J c’ell-à-dire , ici , où la plus baure puiflànce de 
X , dans le dénominateur , ell xr* ; on mettra dans le nnrnéra- 
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tcur toutes les puiiïànccs de x, inferieures d x*. Ainfi < oo 

- - X* ya At> -t- 4 a' 3C Adx 

Iiippolera -r - 

-I- a X -+- X XJ (x^ — a') x — a 

£ X' d X C x^ dx •+■ D xdx E dx „ ,, 

, & 1 on déterminera 

(lia -(- ux X x)' 

' les coëfliciins comme il vient d'être dit ; puis on intégrera comme 
il fuit. 

II 5 ". Il ne refie plus qu’à favoir comment on 
intègre ces quantités. Voyons d’abord la première* 
• A' J’ A xdx -i- £ dx 

celt-a-dire, 


bx 


Suppofons , pour plus de fimplicité , qu’elle eft 

réduite a cette forme , ce que 1 on peut 

X' -i- a'x -r- y 

toujours faire, en divifant haut & bas, paru. 

Alors on fera difparoîtrc le fécond terme du 
dénominateur , en faifant a: j a' = ? : ce qui 

donne x = ^ Sc dx = li ^ ; fubflituant , 

on aura une quantité de cette forme 

— i-i.; i , dont la première partie 1 — i — 

l\-i- qq II-*- qq 

s’intégre par logarithmes (pp) ; & la fécondé s’intégre 
par un arc de cercle dont le rayon efl ^ & la tangente 
eft 

Quant aux quantités de la forme 

A x'*~' d X + £ x"‘~^ dx -+-,..Q dx r J 

T — .'t— : on fera , de 

(*‘ -f- ux -H 4y ’ ’ , 

même, difparoitre le fécond terme du ^dénomi» 
nateur, & l’on aura une quantité de cette p»rme 
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(n 

grera , en fe propofant de ramener à 


, que l’on 
îï î? ’ 


inte-* 

félon 


la méthode donnée ( *03 l’intégrale de la fomme 
des termes où ^ aura des txpofans pairs. Quant à 
ceux où les expofans ferons impairs, ils s’inté- 
greront par ce qui a été dit ( dS ). 

Ainfi , toute fraâion rationnelle , ou s’intégre 
exaétement', ou ne dépend, tout au plus, que des 
arcs de cercle & des logatithmes. 


De quelques transformations qui peuvent faciliter 
les Intégrations. 

iid. On ne peut donner de régies générales 
fur cette manière. L’infpeéiion des quantités, l’ufage 
& l’adrclTe , dident dans chaque occadon , ce qu’on 
doit faire. 

Le but des transformations dont il s’agit ici, eft 
de rendre rationnelles , les dÜFérencielles propofées , 
parce qu’alors on fait les intégrer. Sur cela, voici 
quelques obfervations. 

117. S’il n’y a de quantités radicales, que des 
inonomes , on les ramènera d’abord à des expofans 
fraâiontraires , que l’on réduira tous au meme dé- 

• k 

Dominateur. Alors, fi x ‘ repréfente une de ces 

I 

quantités ainfi préparées , on fera x * æ ^ ; ce 

qui 


I 
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qui donnera *• = , & àx = l\*"i\. On 

fubAitucra , & Ton aura une quantité toute ration- 
nelle. 

„ , . dx\' X adx 

Pat exemple, U rün ayou , je 1 ecriiois 

yx' ■+■ yf X 

t 

. - X' dx ad* . . , , 

ainli — ; puis je la changerois en 

-H * * 


d * -{- a d X 

ï i 

Jt * -t- X * 


Faitànc donc x ‘ =i= ^ ; j’aurois * = 


J J . r' £ i‘ dj -i- 6 a X’ dj 

d* = Sc par conlequent — i ^ 

• r .«• i éx' dr éax' dr , 

qui le teduK i — i i i i- , & s mtegre facile- 

X I 

ment, pat ce qui a été dit fut les fraAIons racionnelles. 


118. Toute quantité dans laquelle il n’y aura 
qu’un radical complexe , qui ne palTera pas le 
fécond degré , & où la variable , fous le radical , 
ne palTera pas le fécond degré , peut toujours être 
rendue rationnelle par l’un ou l’autre des deux 
moyens fui vans. 1°. Après avoir dégagé le quarré 
de la variable fous le radical , on égalera ce 
radical , à cette même variable , plus ou moins 
une autre variable ; a® ou bien on décompofera 
la quantité affeâée du radical , en fes deux faâeurs ; 
& on l’égalera, ainfi décompofée, à l’un de fes 
faâeurs , multiplié par une nouvelle variable. 

é/ X 

Pat exemple, C favois — , j'e puis faite 

. y ( X X — aa ) . 

Mécaniqut, I. Parc, 1 ^ 
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V fs» X — aa; = * — ï ; ) aww * = ^ , 

Donc dx = JiLZLl^llî., & V (xx — aa; =s 
»ïî 

JiJILli- = - iLLZlfii-} i’oû —j± =s 

tj »ï — aa; 

^ , qui cft facile à intégrer* 

\ 

Je pourrois aulTi , dani ce même exemple , faire 
M (xx — aa) y o\ï. / [ fx — a) (x + a) '] x= (x — a).^; 
alors j’aurois , en quarrani Sc divifant enfuite par x — a, 

a -t- ail i. 


U 


— f > 


Cu - O* ? 


X -h a SC (x — a; ïï; d’oil * 

V(xx aaj = - — J : 

ïî - ï 

dx — \dr .y s , 

donc — : = — , qu« s intégré par les 

V'Cx* — a*) ïl — > 
règles ci-dcfTus , pour les fraélipns rjitionnelles. 

On peut appliquer pes méthodes à la reélification de la 
parabole, dont l’élénaent yf (dx' -h dy') eft 

y (dy' H- ) , on 'Z (i 4 - ^ , 0 » dégagera 

d’abord y' , en écrivant ■ * — — V ( — — 4- >* ) i ^ 

^ 4 

V(— +>*) =y ,+ ï* 

4 • " 

jip. Quand il n’y a point de fécond terme fous 
le radical , on peut égaler le radical à une nou- 
.velle variable multipliée par la variable aétuelle. 

Par exemple, li javois — — — ; )e pourro» 

yZ (aa — :yrxj 

fcire yfa« — = xi. Et s’il y avoir un fécond 
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terme , on poutroit encore faire ufàge de cette transforma- 
tion , en £ûlâoc d’abord difparoître ce fécond terme. 

120. Enfin, on peut, dans la vue de rendre 
rationnelle , tenter d’égaler la variable , ou une 
fonâion quelconque de la variable, à une nou- 
velle variable pu à une fondfion d’une nouvelle 
variable , dans laquelle on laide quelque diofe 
d’indéterminé , & qui puiflTe fervir à l’objet qu’on 
a en vue. 


Par exemple , pour (avoir dans quels cas on peut 
rendre rationnelle la quantité je 

ferois C « -H J' = ï* > î indéterminé. 


faurois a -t- i as* = ç j *" 


ï — « 


Æ M - ' 


— 1 


Jx 







donc :^dx(a'^tx^)ts=z — ~ ^ 

np P / 


— f — * 


• (^) 


r- t 


, qui ed intégrable, 
quelque foie q , lorlque , eft un nombre 


entier politif ou zéro } & qui peut être rendue rationnelle , 

eA un 

Lij 


en failâot q =ç p , .içrfque r eA un nombre 
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eniier négatif. Et H /; a pour valeur ^ , k «tant aa 

nombre entier impair, on ramènera au cas mentionne (ii8), 
en faifani q = k , fi * a pour valeur -J- _ 

k' étant un nombre entier impair. 

I2I. Nous ne nous arrêterons pas à étendre 
ces fortes de transformations. Nous ferons feu- 
Icn^ent remarquer, qu’on facilite fouvent certaines 
intégrations en égalant la variable à une fradion 

telle que —, 

i 

„ , ^ . x'^ dx ^ adx ... 

Far exemple , h i avois : en failanc 

— 7* ^ î'* , • 

J i i i- , que par la 

» îï 

éivifion , on réduira à une fuite de monomes , & à une quan*< 
A d[ 


X £= , J aurois 

t 


tité de la forme 
l’intégrale. 


» -+- ïï 


dont on connoît aéluellemenc 


De l’ Intégration des Quantités exponentielles. 


122. Il n’y a pas d’autres régies à donner fur 
l’intégration de ces quantités, que de tenter de les 
décompofer en deux fadeurs , dont l’un foit la 
dilférencielle du logarithme de l’autre , ou en foit 
une partie confiante ( 28 ) ; alors on divife par la 
diffère ncielle du logarithme de ce fécond fadeur. 
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AinG je vois que xf (dylx -»• ) eft intégrable; 

parce que le faéleur dy tx-i~ 


y d X 


eft la diiTcrencicIIe 
izylx, qui eft le logarithme de xf ; j’aurai donc pour 

-t- C i c’eft-à-dire, x* 


XX (dylx -f. ) 


intégrale 

d (Ixx) 

(dylx^JLilL) 

X _ __ 

J -t- fc, ou atJ" -t- C, Par cette même 

. , y dx 

dy l X -d. 

X 

i* dxe** eft intégrable, parce que dx eft 

la djfférenciellc du logarithme de <** , divifée par une cont 

tante. J’ai donc fdxt** = — = L__ Dans 

adxle ale * 

le cas où < eft le nombre dont le logarithme eft i , la régie 
le réduit a divifer la difTérencielIc propofée , par la différetwi 
cielle de l'expolant de e. 

Si l’on avoir i intégrer x”dxe**,e étant le nombre dont 
le logarithme eft t, on le pourroit , lotfque m eft un nom> 
bre entier poGtif , 'en faifant /x”dxe** = <** (A x'" -f- 
Ji x"' &c. A. ) Par exemple , G j’ai 

x'dxt**, je fuppofe/At’tfx<'» = <** *> -^Bx+E}* 

En différenciant (i8), & divifant enfuite pat j’ai 

ÇA a X' a B X a E'i , . 

* — < > ; donc A a = t a 

(. -i- zAx -h B i * 

ttB-i-xAxo,aE-j^Bz:oj c’eft-à-dire, A “ 

a 9 

B t B = — i donc l’intégrale de fx^dx t** 

• aa a‘ o y 

efl e‘« H. C. 

\ a «* / 

L 11] 


Digitized by Google 


j6S Cours 

On peut employer avantageufement le nombre e 
dont le logarithme ell i , pour l’intégration de 
plufieurs quantités , principalement quand elles ren- 
ferment des logarithmes. 

Par exemple, fi j'avois i iacégrer dx (1 x)" , je Serais 
Ix = ^ = \le; donc » = e<; dx ■= & pat con- 

féquent x* dx (/*)" = q" rf eC"-*-0« , qui t’intègre dans 
le même cas que la précédente , & de la même manière. 

Ve l’Intégration des quantités à deux ^ ou à un 
plus grand nombre de Variables. ' 

125. 5 i l’on fe rappelle la règle que nous 
avons donnée pour différencier les quantités à plu» 
fieurs variables, on verra que pour intégrer les diffé- 
rcncielles à plufieurs variables ( lorfque cela eft pof- 
fible ) , il faut raffembler tous les termes affeâés 
de la différencielle d’une même variable, & les 
intégrer comme s’il n’y avoit d’autre variable que 
celle là, c’eft-à dire, comme fi toutes les autres 
étoient confiantes, Alors fi l’on différencie cette 
irftégrale en faifant varier fuccefiivement toutes les 
variables , & que l’on retranche le réfultat , de U 
différencielle propofee , l’intégrale qu’on a trouvée , 
efi (en ajoutant une confiante] la véritable intégrale , 
s’il ne refie rien. S’il y a un refte, il ne renfermera 
pas la variable par rapport à laquelle on a intégré ; 
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oA fulvra à l’égard de ce rede , le rncmé procédé 
qu’on a fuivl d’abord , & ainli de fuite par rapport 
à chaque variable. 


Par exempte, (i j’arois ix^yix+)flây-^%xy*dy-^y'dxs 
fe prendrois les deux termes âfféftds it d:i, favoir 3 ydx 
, 4 - y^dx, 8 c je les intdgrerois comme li y éioit conftanc* 
L’intégrale eft y 4 - y’ x. Or cette quantité étant diS'éren'» 
ciée par rapport â ar & d y , & le réfultat étant retranché de 
la différencielle propofée , il ne refie rien ; j’en conclus que 
l’intégrale ell y 4- y’ * -Jr 
Si j’avois x*dÿ )x'ydx + x^ d\ txidx 
xdx - 4 -y^dy: en raftcmblant tous les termes afTeûés de 
d X , Sc intégrant , en regardant y & 3 comme confiantes , 

j’autois *> <iy -t- St’ î 4 - , Mais en retranchant la dil- 

lcrencielle de cette quantité , prilè en faifânt varier x, y 8c H 
en la retranchant , dis-je , de la propofée , il refie y* dy ; je 

prends donc l'intégrale de y* dy qui efl — — , 8c l’ajoutant 


i celle que j’ai déjà trouvée, j’ai (en y comprenant la conf- 


iante) x'y 4- 4- 

légrale. 


X- 

a 


-h E, pour l’în 4 


124. Mais comme il n’ell pas toujours polTibla 
d’intégrer toute différencielle à plufieurs variables , 
il ed bon de faire connoître à quel caraôère on 
didinguera fi cela fe peut. 


12 J. Pour y parvenir, il faut obferver que 
d dans une quantité Q compofée , comme on ts 

L iv 
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voudra , de deux autres quantités x Sc y , on fui»' 
ftitue d’abord pour x une quantité quelconque p , 
& que dans le réfultat on fubftitue pour y une 
quantité q,on aura la même chofe que (i on avolc 
commencé par fublHtuer q pour ^ & enfuite p 
pour X ; cela évident. • 

/ 

125 . Il fuit de-là , que fî on différencie une 
quantité quelconque Q compofée de x , y & de 
confiantes , en ne faifant d’abord que x variable , & 
qu’enfuite on différencie le réfultat en ne faifant 
que y variable , on aura la même chofe que fi l’on 
eut d’abord différencié en regardant j feule comme 
variable , Sc qu’enfuite on eût différencié ce réfultat , 
en regardant x feule comme variable. 

En effet, concevons qu’en mettant d’abord x + dx, pont 
X , Ç devienne Q' ; on aura Q' ^ Q pour la diffcrencielle. 
Concevons qu’en ffletiaiit y -f- dy dans celle-ci , au lieu de 
y i Q devienne Q" , & que Q devienne Q '" , enforte que 
Ç' — Ç devienne Q" — Q '" , on aura Q" — Q"' — Ç' + Q 
pour la féconde düTcrencielle, 

Faifons maintenant nos fubAitutions en Cens contraire ; Si 
puifqu’cn mettant y -t- dy , au lieu de y dans Ç , il devient 
Ç'" , on aura Q'" — Q pour la première difTèiencielle dans 
la fuppofition de y variable. Si nous mettons maintenant x + dx , 
au lieu de x dans cette quantité, Q deviendra Ç', comme 
ci-dclTus ; & Ç'" ( 1 1 î ) deviendra Q" , enforte que Ç'" — Q 
deviendra Q" — Ç'; donc la féconde differcncicile fera 
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•Qii „ Ç' — Q'" + Q , prédfément la meme que la pte^ 
mière. 

Cela pofé , convenons que fi reprefente une 

quantité compofée de ar & de ^ ^ dy marquera 

' dyi 

la difFérencielle de A prife en faifant varier _y, 
celle de A prife en faifant varier r. De même , 
. , d X dy marquera que l’on différencie 

dxdy 

d’abord A , en fuppofant x feule variable , & qu en 
fuite on différencie le réfultat en faifant varier y 
feul. 


127. Ces cclairciffemcns pofés, folt Adx -+- Bdy 
une différencielle exaéle y &c M fon intégrale ; on 


Adx 


J dAI J , dM , 

aura donc — — a ar H — •— dy 
dx dy 

donc — - == A y Sc = B ; donc aufli 

dx dy 

âdM J dA ddMdx dBdx 

ITdy df dydx dx 9 

ddM dA . ddM 

ou — — — = —T— , & -y—:— = —T— ; or nous 
dxdy dy dydx dx 

ddMdx dy — 


Bdy; 


venons de démontrer (126) que 


d X dy 


^^Mdydx . ddM ^ 

dydx dxdy dydx 


— = — - — ; €*eft- à-dire, que ü Adx Bdy 
• dy dx 

eil une différencielle complète , la différencielle 
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de A prife en falfant varier y feule , & divifant 
par iy , doit être égale à la diiférencielle de B 
prife en faifant varier x feule , & divifant par d x, 

AinG je reconnois que -f- xy'- iy eft une difK- 


lenciclle complctte , parce que 


dy 


, en 


effet , le premier membre fe réduit à 
y^dx 


y'’ dy 

dy 


, & le fécond i 


, Au contraire )'e vois que xydx-^xxdy n’ell pas 

U a 

• i Li (*y) ‘fl X I i 

intégrable, parce que — — • neft pas égal a — . 

128. S’il entre plus de deux variables dans la 
differencielle propofée ; c’efl-à-dire , fi elle eft do 
■cette forme Adx -+- B dy Cd ^ , il faut 

pour qu’elle foit intégrable , que l’on ait = 
dff dA dC dB dC , J _ 

-zr . ^ ^ 

peut regarder fucceflîvement 7,7 & -v comme 
confiantes ; & la difi'érencielle qui n’a plus alors 
que deux termes (puifque cette fuppofition donne 
ou df = O , ou dy = O , ou d JC = O) , n’en 
doit pas moins être une diffe'rencielle complète fi 
la propofée l’efi, elle doit donc, dans chacun de 
ces cas , avoir les qualités des différencielles com« 
plètes à deux variables. 

Il efi aifé, d’après cela , de trouver les conditions 
pour un plus grand nombre de variables. 


Digitlzed by Googli 


DE Mathématiques, 171- 
Des Équations dîfférencielles, 

129. Lorfque Téquation differencielle propofée 
ne renferme que deux variables , x 6c y •, Si que 
l’on a , dans un feul membre , les x Sc dx -, Sc 
les y Sc dy dans l’autre ; alors l’intégration fe 
réduit, pour chaque membre, aux régies que nous 
avons données pour les dilTérencielles à une feule 
variable. 

AinC, fi Ton avoit ax”y''dx =« hyix’dy ^ qui peut re- 
préfemer toutes les équations rlifFérencielles à deux termes ; cette 
équation dont les indéterminées (ê féparent tout de fuite en 
divifant pat y & par devient fl Jx = t>yi-*iy^ 

, fl 3C ** “* ^ ^ * 

dont l’intégrale eft évidemment aa« 

m — r -H I 

+c. 

q — n -t- I 

130. Mais comme il peut arriver que l’un 
ou l’autre , ou aucun des deux membres de 
l’équation dilférencielle féparée , ne foit intégrable 
algébriquemeut, & que néanmoins l’équation puiUe 
être algébrique, ou du moins remenée à une forme 
algébrique , il eft bon d’examiner ceux de ces cas 
qui fe rencontrent le plus fréquemment. 

Par exemple , Il dans l’équation précédente , on avoit 
m — /• = — — n = — I, l’équation difTérencielIe 

fe teduiroit d , dont on né peut avoir l’in- 

X y 
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tégrale de chaque membre que par logarithmes: enforte qu'oii 
2 . a Ix =• bly H- IC*. Mais cette équation peut être rendue 
algébrique, en l’écrivant ainlî l x* = ly* IC, ou 
Ix* = ICy* ; or il eft évident que fi les deux logarithmes 
font égaux ; les deux quantités auxquelles ils appartiennent , 
doivent être égales; donc x* = C y* , équation algébrique. 
Si l’on avoir feulement q — n •= — i , l’équation ditléren- 

cielle feroit ax”"' dx == — ^ 

y 

= B ly + l C ; mats on peut donner i cette 

m — r -h I 

équation une forme algébrique , eu multipliant le premier 
membre par le, e étant le nombre dont le logarithme eft i ; 
car alors on ne changera rien à l’équation. On aura donc 
a x'* ~ ' 

le = Bly 4- IC, ou {en &ifant m — r 


• , dont l’intégrale efl 


m — /■ -+- 


axt 


axP 


t = p) l e P = ICy^ , & par conféquent e p 
= Cy *. Dorénavant nous marquerons toujours par e , le 
nombre dont le logarithme ell l. 

i}i. Prenons pour fécond exemple, l’équation ndx z=s 


■ : le fécond membre exprime l’élément d’un arc 

— II) 

de cercle dont \ eft le finus , & i le rayon ; ^ eft donc le 


fnus de /- 


, c’ett - à - dire , ie f ndx ou de 


C« — ïï) 

nx -f- C. On a dons pour intégrale, [ =: fin, (nx-i- C), 

— di 


Pareillement, de l’équacion ndx = 


V (« — h) 


, on con- 


cluront \ = cof, (nx 4- CJ, 

* On eft le nulcre de fiippofcr cjmc la confiante eft un Iogarithm<s 
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De meme, puifque 


exprime l'élémenc 


1 •+• Il 

d'un arc Je cercle dont i ell le rayon , & ^ la tangente ; (I 

d\ 


l’on avoir nJx = 


il 


■ , on coDcluroit \ = tang. 


( nx -t- C ). Mais fî on avoir ndx = 


h d\ 


' ; pour la 


" fil 

ramener i la forme Je la précédente, on feroit ^ = mu, 
m étant un cocf&cient confiant; alors on auroit ndx = 

. ^ — . fuppofant donc f m* = a , on auroit m = 

V — du 

{I f 

r' —TT I ce qui donneroit ndx = b , d’oil l’on tire 

f a-i- auu ' 

du 


= dxy/ af ; donc u , ou -î- ou r / — =s 

\-\-uu b m a 

“"g- xVa/+ C). Donc ^ ^ , tang. (-^ 

X V a/ -f- C). 


153. Dans les exprefllons fin. (nx -+- C) , 
tang. (nx H- C), que nous venons de trouver, 
nx ^ C exprime la longueur abfolue de l’arc en 
parties du rayon i. Mais comme il eft plus com- 
mode d’employer les nombres de degrés que les 
longueurs mêmes , il faudra quand on rencontrera 
de pareilles exprellions, évaluer les arcs en degrés; 
ce qui eft facile en les divifant, par le nombre de 
parties du rayon que contient un degré , c’eft-à-dire, 
par 0,01 74^33 , (ou ce qui revient au même) 
en les multipliant par J7>2i)74i(5d. 
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Aiulî le (inus de l’arc qui a pour longueur & , ou Id 
fmus de l’arc qui a un nombre de degrés exprimé par 
ÿ X f7|ap74iM, foni la même chofe. 


r- 1> nux a y . 

134. Si Ion avoir = — dont les 

— xx) V (i — yy) 

Heux membres exprimem les élémens de deux arcs qui font 
l’un à l’autre t : l : n , Sc dont les linus font x Sc y ; alors 
pour intégrer on tendroit chaque membre raùonnel, en fai« 
fant pour le premier ^(1 — xx) = jf V {— 1) — 

& pour le fécond , ^ ( i — y y )=yy^i — t. L’é* 

quation le changeroit en -ILÉjL. =3 -li-, dont l’intégrale 

eft n/{; =ï /r -t- / C, d’oïl l’on tire C t & en met- 

tant pour { & t leurs valeurs, C[y V ( — t) — ^”(1 ~yy)l 
as:[x^(— l)— V {i — JrarlP.qui exprime générale- 
ment le rapport des linus )c ic y de deux arcs multiples l’ua 
de l’autre. 


Mais pour faire ulâge de cette équation , il faut , aupara- 
t^nt , déterminer la confiante C. Or fuppolbns ( comme on 
le peut ) que les deux arcs ont une même origine ; alors x & 
y doivent devenir zéro en même -temps; mais dans ce cas, 
l’équation devient ^ C V i = ( -r» / i )* , ou •— C = 
( — 1 y ; or { — I )" eft - 4 - t ou — i , félon que n e(l pair 
ou impair ; on a donc — C = - 4 -t.&C = ^i;le 
£gne fupérieur étant pour le cas de n pair ; & l’inférieur , ponc 
n impair; donc cofin — i — v'(* — y y)] 

Dans c^que qu particulier, on pourra toujours faire dilpa^ 
loitre les imaginaires; mais le naoyen le plus (impie lêra d’é- 
galer à zéro (après avoir tout tranlpolé dans un feul membre) 
lia (ômme des quantités réelles ; alors on rerra que l’équatioo 
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tenante fera divifible par ( — i } , & fera la même que 
celle qu’on aura formée , en égalant à zéro la fomme des 
quantités réelles. Par exemple , 11 l'on fait n = i , oa aura 

— y V( — i)-»-V(i — y y) = — xx — x x ^ { — i) . 

— *t)-H I — **, ou V(i — yy) Z XX 
t -t- 2 X — t , V (. 1 — X x) ^ y V — i = O ; 
égalant donc à zéro , la (bmme des quantités réelles , on aura 
iV (i — y y) i=o; & l’équation totale fera 

réduite à zxv^( — — x*) — y/( — i) = o, 

qui étant divilèe par V (— i ) , donne z x V ( i — xx) 

— y = o, ony = z x t — xx);or 11 l'on quarre 
cette équation , & l’équation y ( i -yy)-i- zxx ^ t = o, 
ou plutôt ^(i — y y) — > — »**, on aura le même réfultat; 

On peut , de la même manière , trouver les coCnus Sc les 

tangentes des arcs multiples. Pour ces dernières, on inté- 

ndx dy 11 r 

cteroit ' = I- - ■ ■ ■ en aécompolant 

I -f- X » I -+- y y 

Z -t- X X en(i-»-*V— i)(t — i},& 

1 -t- yy en (t d — i) (i — — i) ; on acheve- 

loit enfuite , par ce qui a été dit , fur les &aélions rationnelles. 

135’. Pendant que nous fommes fur cette ma- 
tière , faifons connoître une manière d’exprimer 
le (inus & le coHnus d’un arc , laquelle peut être 
d’ufage. 

i y 

Soit donc dx XX — ~ — ç , l’équation qui exprime 

T- J'y) ■ ’ 

la relation entre un arc x & lôn linus y. Si l’on faJf 

*'{»—»')=> 't— * — î> 0“ == 

ou — ^ — = — ix y (—1)1 dont l’intégrale «ft 
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= — I-+-/C, ou /{ =—*✓ — + q« 
donne ç = & mettant pour fa valeur, on a 

y^(_i) — »/(> — yy) — *• A l’égafi 

de la confiante C, on la déterminera en obfervant que l’arc 
X & fon finus doivent devenir zéro en mérac-teraps ; on aura 
donc — V I = C; donc — — yy) = 

_ . & pat conféquent 'J (t — yy) =y ^ ( — i) + 


I — e 


-irv'-I 


1 ) . qyarrant , & réduifant , on aura y = - ^ 

a /{~i).e* 


«✓(-O 


-xv'-ï 


a I 

xv'-l 


; donc puifque y eft liuus de » , 


a (ïn. s = 


a V— I 

Si dans le fécond membre de l’équation V (i — yy) = 

y ^ I _j_ ^-*>^1-*)^ ,j„ poQt y, la valeur qu’ou 

vient de trouver, on aura ~~ yy)t c’eft-â-dire , cof. 


« — 




xy'-t 


-xy'-l 


donc cof. » = 


'gration des équations. 


l > 

Revenons i Tintée 


I 3 (î. Lorfque les indéterminées ne font pas 
réparées dans l’équation différencielle propofée, alors 
avant d’entreprendre de les féparer , il faut voit fi, 
par hafard , l’équation ne feroit pas intégrable dans 
l’état où elle eft. Or c’eft ce que l’on reconnoîtra 

d jê. d B 

■<ia7), en examinant fi —j— = ~~dÿ‘ * 

'que Adx Bdy a= o repréfente cette équation- ^ 

cette 
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fcette condition avoir lieu, on intégreroit, comme 
il a été dit ( 123 ); 

137. Cependant il pourroit fe faire que cette 
condition n eût pas lieu , & que l’équation n’en fût 
pas moins intégrable; mais ce feroit en la multi- 
pliant par un fadeur convenable , compofé de 
de 7 i & de confiantes. 


Soit P, ce hâeac. Àlot» APdx ■+. BPiy = 
fera donc une différendclle complète. Il faut donc que 
d{.AP) d(BF) 

^ == queftion eft donc réduite i trouver 

pour P une fondUon de x, de j, «c de conftanter, qui 
farisfadè i eeite équation. Mau coitime cette rechercfie 
eft d'une trop longue difeuflion , nous nous bornerons 
à trouver P dans le cas od il ne doit renfermer que 
des X le des conftantes feulement^ ou des 7 & des 
confiantes feulement. Suppolbns donc que P ne doit 

contenir que des x t on aura firnplement P ^ ^ ~- 

dy 


„ dP « M. . 

dA 

dy 


dB \ 

Wy rfr/ 


dx; 


on aura donc aifément P, fi 


dB 

dx 


le rédoit 


â une IbndUon de x ^ comme cela eft nécelTaire , potu 
que P foit, comme on le fiippolè, une fbnéUon de « 
feule. 

Çn pourroit encore ttouret le fitâeur, s'il devoir être 
compofé d'une fonéUon de x , multipliée on divlfée pat une 
fonéUon de y d'une forme connue, 

Méchaniqut, I. Part. 
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138. C'eft, par ce moyen, qu’on peut infdgrer 
généralement toute équation de U forme fuivante , 
Xydy-^X'y*'dx-hX"ydx = o,X,X',X" 
étant des fondions quelconques de x; q 8 i r des 
expofans quelconques. 


Je pourrois cherclier , (i elle ne devient pas intégrable en la 
Biultipliant par un faéteurde la forme /’>*, P étant une fonc- 
tion de X, & n un expofant indéterminé; & je trouverois que 
cola fe peut , en fiippofanc n = — r. Mais il. efl plus (impie 
de réduire tout de fuite l’équation à cette forme >< ■* 

Fji dx P O, en divi&nt par X' & par y' , 

X' X" 

te lepréfcntant par F Sc P les quotients — — & — — — , 

Jx > Jx 

Alors pour intégrer celle-ci , je Tuppolè que P foit le fadeur ; 
P étant une fondion de x. J'aurai donc Pji-'dy -+- 
F Py^ Pdx= o. Or (I P eft une fondion 

de JC, F' P en fera une ivitü •, fP P d x fe réduira donc à 
l’imégratton des quantités d une feule variable. Il ne s’agir 
donc que de rendre V yi - ' djt F P yf ' d x une différen- 


cielle complète; ce qui exige que 


d(?yi-'')_d(FPyi-'*<) 


c’ed-àvdire que yf 


■ (q — r-hï)yi’‘' F P •, d’où 


•|’on tire 


= ( q ' — r4.i)Ft/Ar; & en intégrant 


I P =/C q — r-^i )Fdx=rf(^ q — /• -+- I )Fdx.le-, 
donc P = e/Cf Subftituant cette'valeui de P 

dans l’équation Pyi-'dy &c. St intégrant, on aura 

. Vf - • 

— ^fpdxefit - 

• q — r-h t 

Je n’ai point ajouté de condlaote, dans l’intégratiaa 
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«le l’équation qui a donné P, parce que n'y ayant aucune condi- 
tion pour la déterminer, on elt majire delà fuppofer nulle. 
Prenons un exemple. Suppofons qu’on ait à intégrer 
ai dx 


iy 


-+- (é*‘ -f- f * -^f)dx-=^ O. En muî- 

av P dx 


tipliant par le fafteor P y on aura PdS-i- 

‘^P(hx'*-\- ex -4- f)^x =* <5 î il fiu 

4 L =,d =-£^îdonc 44 

dx \ X / * P 


dy 

donc iP = a\x QU P 3= X*. L’équation devient donc 
uPdj -i- ax*-> jdx-^-bx^**dx aP-^-'ix -q- fx' dx y 

hx"*} 


dont l’intégrale eft a* y 
*4" ^ = O. 


<1-4- j 


fl -4- î 


<1-4- T 


139. L’équation générale que nous venons 
d'intégrer , fe rencontre aflez fréquemment ; & 
la méthode que nous avons employée , peut s’ap- 
pliquer dans beaucoup d’autres cas. 

Par exemple , lï l'on aroit les deux équations . < . . . 
dx -4- ady -+• (é*- 4 - cy') T dt o, k dx -4- a’ dy 
-4- (i'x-t-c'y)Tdt = O, X, yy te t étant trois variables 
a J i , c y a', &c. des conftantet le T une fonétion quel- 
conque de r , on réduiroit Tiacégrale de ces deux équa- 
tions , â la méthode précédente , en cette manière. Je mul- 
tiplie l'une des deux y la première , pat exemple , pat ua 
coïfficient indétermiaé & conftant ^ ; te ajoutant â la lè- 
conde , je maliiplic la totalité par un fàâenr P , que je 
fuppolê être une fenéèion de r; j’aatmi . ^ . . . . . 

M if 
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{gP H-kP) dx-i- {g a P -i-a' P)dji +[(gb P+ y P) » 
_j_ c /' -t- c’ /•') y ] T </ t 3= O. Suppofons mainte- 

naac que cette équation foit une iiffétenciclle exaûe ; 

. . d(gP-¥-kP) 

il faudra ( Ji8 ) que Ion ait i . ^ — 

dVeiP-^-k'P^x-^igcP-^e’P^y] ^ ^d{gnP-*-a'P 

^ ^ ... — m.m^. — ». ^ ® 

- ix dt 


d\(BbP-i-b<P))i-^-(j(c P-k-c' Py\ , dÇgP-hkP) ^ 

dy ’^'dy 

d(gaP -i-a P) ^ P fuppofé une fonâion de t , 

d X 

cette dernière équation a lieu , puifqu’elle fc réduit i 
e = O. Et les deux autres donnent {g -h k) =» 


dP 


(gh-¥ h')PT, ti{ga =(^c-^c'P') Ti 


. . . dP gk-. 

d'où l’on tire — = “JZ^T 

ga 


rdty & 


dP 


T df, donc égalant ces deux valeurs de 


gb H- V 


dp 
P 

gC->fC> 


&divifantparrdr, on aura — — — p — ga-^a*' ^ 

équation où g montera au fécond degré , & qui étant réfolue , 
donnnera deux valeurs de g. 

Snppolànt donc g connu, on aura aifément P; puifque 


dP' R k -f- b' 

l'équation —p 


Tdt, donne . < 


flï±^Tdf 

.Or réquation {g P -4- kP)dx H- AC; 
érant aftnellement une différentielle eiafte, .fi on l'in- 
tègre, on iunigP -k-kP)x-h{gaP-ha' P)y‘*-C=ot 
doue fi g marquant la première valeur de g donnée par' 
l’équation du fécond degré, ci-defTus, on repréfente par ÿ' , 
ia fécondé râleur de & pat F ce que- devient P, e* 
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aiettani 'g' pour g, on aura aufli ig'P' -t- kP') x 
{g' d P* + a' P' )y -i- C O y C étant une nouvelle conC- 
tante. En cfTec , il n’y a aucune raifon pour employer une dea 
Taleurr de g plutôt que l’autre. Or de ces deux équations, il 
eft facile de conclure, les valeurs de a; ôc deyt, qui fêront ex~ 
primées en t & en conüactes< 

140. Lorfque l’équanon difTércnciclle propofde 
ne rentre pas dans les cas que nous avons expofe's 
jufqu’à préfent; alors il &ut voir G l’on ne peut 
pas réparer les indéterminées. Quelquefois il ne faut, 
pour ceh, que l’application des règles ordinaires 
de l’Algèbre j d’autres fois il faut des transforma- 
tions. Mais il y a beaucoup d’équations à l’égard 
defquelles qn ignore quelle e(i la transformation 
convenable. 

L’équation a se” léx + iy* x* dx = y* rfy f f )* 
fe répare immediatement par la divifîon , parce qu’elle eft la. 
même chofe que ( <I-+- iy* ) d x e=ay* d-y ( e •+•/** y , 

qui devient Y * ~a'+Tÿï~ 9 l’intégration 

dépend de celle des quantités binômes à une Tenle variable. 

Mais fi j’avois^xrfx = ax*ydy H- xabx'ytdy 
-f- abbyfdy\ on voit d'abord fiicilement, qu’on peut 
l’écrire aiufi , gx d x s=s ( ■+• xix’y* -^bby* )aydy.. 

On voit enfuiie qu’on^ pçut lui donner cette autre ferme , 
gxd*^ = fx’ -H b y' )* X dy d y, Or avec un peu 
d’attention, on voit que la réparation réullira,. fi Ton rait 
X* -I- ô y* = I ; en effpt, on_ aura *• a* ç — ♦. 

ti ddx ms id^ — hyiy-, donc rubftituam on ai^ 

M iij 


» 
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Equatlo» d’où l’on tirt 

^ g d X f 

—, — — — i = y </y, qui eft fiwile â incéercr. 

. t g -i- ail 

24 T. Comme on ne peut donner de règles 
générales fur les transformations , bous nous bor- 
nerons à quelques cas généraux , dans lefquels on 
fait que la féparation réuflît. 


On peut fc'parer généralement » dans toutes les 
équations homogènes à deux variables ; c’eft-à-dire ^ 
dans celles où les deux indéterminées x ic y ^ ont 
dans chaque terme, foit quelles fe trouvent en- 
fcmblc , foit qu’elles foient feules , la même fommo 
'd$ dimenOons, 

?n effet , concevons que A dx -+- B dy s=a o , foit 
une équation bomogeoe , & que l’on divifo tout pat une 
. puHTance de x , donc l’ezpolânt foie égal au nombre des 
(tiinrnlions de l’équation; il eff facile de fentic qu'il n’y 

aura plus dans A & dans B, que des puiflânees de 

& des confiantes; enforce que l'équation fera Fdx 


F' dy = O, F Sc F' étant des fonélions de — ^ & de 
«onffantes. Cela pofé, puifque d 

\ * / ** * 

XX ^ y ^ X 

on aura</*= — - d + ~y dy; donc C 

l’on fai: = i , on aura 4 * = —t -+- .dZ- 

* Tï ï ’ 

' fubflitaan: donc pour , & pour 4x Icun va'eurs, on 


•» V' 
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F dy 


-i- F dy =so , F le F’ étant 

n i 

aâaellement des fondions de ^ & de conflantes. Or cette 

dy F d^ 

~ÿ~ ^ Fi-i-F'u > 


équation donne 


équation 


toute réparée , puifque F le F at renferment plus d'autre 
variable que 

Par exemple, fi j’avois y* d x-i- y* x dy -h i *• dy = o , 
qui eft homogène , le dont le nombre des dimenfions 

efl } ; je diviferois par x* , le j’aurois 






X' 


dy “t" b dy == O ; faUànt donc -5L 


oa 


y î^y “"Y ^ T 

X a . i*aurois <f je = ^ ; fnb/Htuant <îafls 

I » ’ îï 

l’équation propofée, il vient j‘dy — y\d\ -t- \'dy 


b d y = O i d’od je tire 


, - dont 
X î' -f- é > 

I C f qui donne 


l’intégrale eft /ji = i l ( i -t- i ) 
y = ^ ( X î* + i )*, ou jr* = C* ( X - 4 - b), oa enfin 
y* = ^* (— P , en remettant pour ^ , Ta va* 

leur 


y 

X 


I42. II feroit donc avantageux de pouvoir 
rendre les équations homogènes. On n’a pas de 
méthode générale pouf cela. Il faut avoir recours 
aux transformations. Celles qui peuvent promettre 
quelque fuccès , confident à égaler une des variables, 
ou une fonâion de cette variable, ou meme une 
fionâion dtt deux, à une fonftion d’une nouvelle 

Mît 
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variable avec <ies expofans indéterminés. On dé« 
termine enfuite ces expofans, par la condition que 
l’équation transformée foit homogène. 

Par exemple, fî je veux chercker écs cas oi\ l’Ajuadon 
•+■ by’xidy 4- cy^ily = o à laquelle on 
peut tdduire coûte dquarion à crois terenes , lî je veux , 
dis -je , chercher des cas od elle puiflè derenir homo- 
gè:ie je (êrai * = j alors j’aurai 
^ b y' d y ~h cy^ dy = o. Or, il faut , pour que 

celle ci (oit homogène , que l’on aie k s= 9A4 «r, 

& k = m A -I- A I , d’od |*on cire A = — ^ 

m — q-^ I 9 

te k = ^ f “t* . — ; ainfi , fi les expo^ns k, # , 

m — î -*- * 

m & R lônc tels que cette dernière équation ait lieu; on 
pourra tendre l’équation homogène , t£ par conféquent 
réparer, 

D^s Quantités & des Équatiçns dîfférençielles 
du fécond t troifièmCf &c. ordre, 

145. La liberté que l’on a (ip) de prendre 
pour confiante, dans une différenciation , l’une 
quelconque des différences premières , peut contri- 
buer dans beaucoup de cas , à faciliter intégration, 
Mais comme i! peut arriver que lors de la diffé- 
seneiation, on ait fait confiante, la difiPérencielIe 
qui ircfl pas la plus propre à faciliter l'intégration 
{! faut çommencer par montrer comment on peur 
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Tamener une équation diÔerencielle dans laquelle on 
a fuppofé telle ou telle différence confiante , à un# 
autre où il n’y en ait plus aucune de cqnftante ) 
on fera le maître enfuite de fuppofer confiante , 
celle que l’on voudra. 

Soi: donc A dx' B dx dy -f- C dy'' D ddy=s 

l'cquaiion à deu:( variables & d différences fécondes, dans 
laquelle la première didérence dx d'une des variables a 
c:é ftippofee confiante. Après avoir divifé cette dquatioa 

y 1. >. ^ J , ni ^ 

par dx, on Iccrjra ainli , A dx + Bd y — ; •+, 

dx 




O , qui efl en effet la même . parce 


que tant qu’on fuppofe dx confiant, d (-^-LS\ eü 
ddy „ . ^ \ dx J 

Mais U l’on ne veut plus que dx fojt 


d X 

confiant , alors 4 


(^)=- 


dxddy—yddx 


dx* 


fè change donc en A dx -t- B dy -f- 
^ dx ddy — dy ddx 


■ ; l’équation 
Cdj* 


dx 


^ = O , dans laquelle il n’y a plus 


dx* 

aucune diffcrence confiante. 

Soit A dx^ -^-B dx* dy -+- Cdy* dx-\-Ddy -\-Edxddy 
•\-Fdyddy -f- G d'y = o, l’cquaiioa à différeaçes troiCà- 
lOfS, dx étant toujours conAant. 

On diviféra par dx*. Si l’on aura Adx -+- Bdy-^i 


Cdy* 

dx 


D 


dy' 


dx* 




ddy 

17 ' 


^dy ddy 
dx dx 


d' y 
Cdy* 


qijç l’on pcqira écrire sûnfi , Adx -F B dy ^ 


) 
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-*-Ed 




dy 


C d ^ ^ ^ = O ; & faifanc tout varier dan* 

ces diSerenciations indiquées, on aura l’équation oïl il n’/ 
aura plus de diftércncicUe confiante. 

Appliquons cela à un exemple. Soit dx' dy — <//> 3 
ad X ddy + X dxddy , iini laquelle on ait fuppofé dx 
confiant j on ne voit pas , fur le champ , comment 
cette équation pourroit être intégrée ; mais fï nous ren- 

dy* 


dons dx variable, en écrivant dxdy — — 


dx 


{^adx-^xdx)d y “O'w pouvont, dans 

ccue difTérenciation indiquée, prendre dy pour confiante 

dy' 

& nous aurons dxdy — — - — = — (adx -i-xdx) 

dx 


dy d dx' 
dx-- ~ 


, qui, en téduifant , devient -f- xddx -H 


a ddx — dy'’ = O , dont l’intégrale, ainfl qu’il efl aifé de le 
voir, eft xdx-^ adx — y dy -^Cdyxs o , en ajoutant 
une confiante C dy de meme ordre que l’intégrale. Cette 
équation étant intégrée de nouveau , donne i x* *t- ^ x — i y* 
-H Cy -*-£■'= O. 


144. La règle que nous avons donnée (' 123) 
pour intégrer les quantités différencielles à plufieurs 
variables s'applique aux quantités différencielles 
idx, ddy, d*Xf à} y ^ &c. comme autant de 
variables diÔerentes. 

AinG , fi l’on propofojj d’intégrer xi y' ddy •+• 
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\x'ydy^ •+- { ix'y -h i y' x^) dxdy -t- xy'xdx^, 
dans laquelle d x eft luppofé condanc ; j’iniégretois 
d'abord en regardant d dy Icule comme variable , dt j’aa- 
rois X* jy* d y. J'en prends donc la diffifreucielle qui ell 
3 X* y^ d X dy -h 1 X' J d + x' )' ddy, que je retrancte 
de la propofée; il me refte i x^ y dxdy - 4 - 3 y’ * ^ x. 
J’intègre en regardant y feule comme variable ; il me 
vient x' y'^ dx. Je dilFércncic cette quantité, & je re- 
tranche du premier relie , la diflciencielle i x^ y d y d » 
- 4 - ix*y‘dx que me donne cette ditférenciation ; comme 
il ne relie rien , j’en conclus que l'intégrale de la quan- 
tité pripnlée eft x>y*dy ■+• x'y^dx Cdx, en 

ajoutant une confiante C</x Je meme ordre que l'intégrale. 

*4J’* Quant aux équations difFcrcncielles , on 
les intégrera de même , lorfqu elles feront inté- 
grables dans l’état où elles feront propofées; ce que 
l’on reconnoîtra fi en procédant à l’intégration, 
comme U vient d’être dit , le dernier refte eft zéro. 

Mais fi le dernier refte n’etoit pas zéro , il 
ne faudroit pas, pour les équations, en conclure 
qu’elles ne font pas intégrables. Comme on ne 
change rien à une égalité, en multipliant ou di- 
vifant les deux membres par une meme quantité, 
il peut fe faire qu’il y ait une quantité qui mul- 
tipliant ainfi l’équation la rende intégrable. 

La recherche generale de ce fadeur eft un 
objet dont nous ne pouvons nois occuper ici. 
On parvient à le trouver dans plulieurs cas alTc* 
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étendus , mats nous nous bornerons à donner Tué 
un cas qui fs rencontre a(Tez fouvent dans plufîcurl 
queftions Phyfico-mathématiques , une idée de. 
la manière dont on doit procéder dans cette 
recherche. Il s’agit des équations de cette forme, 
ddy -t- adydx -4- bydx^ -f- Xdx* = 9 
ou d*y-+- a d dy d X -i- b d y d X* -H ey dx* -4- 
= O , ou «n général , d"y -4-> a d"~‘ y d x 
»f- bd"^^ydx -i-..,mydx'^ -4- Xdx’' = O,, 
dans lefquelles d-r c(l fuppafé coidlant. <z, 6 ,c, &ç. 
étant des coclîîciens coaHans , & X une fonélioa 
quelconque de X. 

Toutes ces équations deviennent intégrables par 
la multiplication par un fadfeur compofé de x Ôc 
de conftantes; voici comment on trouve ce faâeur. 

Prenons l’équation ttdy -t- adydx -f- hydx^ -t* 
2C d = O , on décoinpofera le terme a dy d x en dei« 
kdy d X &.( a — k ) dy d x , & l’on aura l’équation. 
ddy-i-k dy dx-^(a — k") dy d x -t-lydx' -+- X^dx' = 

On fuppolcra que It étant une confiante indctermiBée , 
il ne manque à l'cquaiion pour être intégrable, que d’être mul- 
lipliéc par un (âélcuc P-, qui foit une fbnâion de x Sc de 
confiantes. 

Cela pofé , l’équation P ddy »K PkJydx -+- 
P ( a — k ) dy d X -i- P b y d x' -i- P^Xdx>- = o, dqit 
donc , pat la fuppofîtion , être intégrable. Je l’écris ainfî ». 
V ddy -k- P k d x d y -H i P ( a — k )dy -t- Pbydx 
P X d x] d X =o. 

Or U condition que cette équation foit intégrable , erM»?. 
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( iii ) que les trois équations fuivantes aitoc lieUé 
dP __ djPkdx) , 
dy ddy ^ 

dP diP( a-^k'idy-^P byix+P Xdx~\ ^ 
’■’* ~di ddy y 

d{Pkdx) dlP(a—k)dy+Pbydx-\-PXdx] ^ 

3’- dy y 

or la première équation donne o = o , par la ruppolition 
que P Bc k ne renferment ni ^ ni dy. La Giconde , 

d P 

par la même lûppofition , donne ~ ^ (<<“*)< 

Pdk -i- kdP , , 

& la troiGeme donne — , = 3 , ou leulement 

dx 

kdP 

s= P t , puifque k eft fuppofée une conflaote. 

dP 

Tirant de chacune de cet équations la valeur de ^ y 

dP , ,,, . dp bdx .. 

on a -y *r« — *;<»*. & — p— = \ y 

3 

égalant ces deux valeuis , on a a — k ■= y ou 
kk — ak -h b = 0 . On aura donc k par une équation 
du fécond degré , c’c(i-à-dire , qu’on aura deux valeurs 

de k, Repréfentons ces deux valeurs par st & m', on 
, dP bdx 

aura donc, i“. — — = , & par confequent 

/* ffl ^ 

bx 

log, P = ——J ou P = « “ J réquation /*</ t/y -f dcc. 

h X h X 

deviendra donc d d y e ’^mdydxe”' 4* 


(a^m)dydxe "» -j-3y </** e "• -J-Jl't/*’ e »» 

Fout procéder â l’intégration, je prends d'abord ( 144 J 

bx 

l’iutégrale du terme ddye >• , en regardant ddy lêul 
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comme variable; & j’ai iyt * Diftércnciaftt & fctran'» 

chant de l’équation , on a pour ccfte 

i* ' *» 

l — — 

C m 4 - a — ‘ — ffi) dy dxe -^lydx- e " 4 - 

T7t 

Xdx't " .Mais l’cquationi i — a ^ -I- ^ = o j qui d’cO autre 

chofe que mm — a m 4- h = à, donne a . 

m 

ffl = O, ou a donc pour la quantité qui relie à intégrer , 

ha ia ^ h K 

mdydxe~^ 4 -iy<£*’ e 4 - Prenons -eu 
l’intégrale en regardant y feule comme variable , Bc nous 


aurons my dxe " pour le (êcond terme de l’intégrale, 
nifilérenciant & retranchant du premier relie , il relie 

» « • 

Xdx't " , dont nous feprefenterons généralement 

l’intégrale par dxfXdx'e " , qui ne renfermant 

qu’une variable , ne dépend que des méthodes du calcul 

i jine feule variable; ainlî l’intégrale eA dye " 4- 

mydxe " - =C,ou <fy4-mj'<far4- 

.. ix *» - *« 

dxe m j'Xdxe * =Ce " ; mais comme il n’y 
a pas de tailbn qui détermine i employer une valeur 
de i plutôt que l’autre , en employant la fécondé que 
nous avons repréfeniée par m ' , nous aurons également 

Ht» t» .1» 

Jy-f^m'ydxxi-dxe fXdxe =C’e " 9 

en repréfentant par C* la eonllante qui répond i l’intégratiom 
que fuppofe la nouvelle valeur m' de k. 

Egalant les 4eux valeutf d» dy , que ' doabent ces ' 
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deux équations, on en conclura eufin 

^ bx mbrn ••b» ku ^b» bx 


Ce " -Ce”'' ^-e " fXdye”" -e”‘‘ fXdxe”'' 



. 146. Si l’équation étoit du troidème ordre, on 
s’y prendroit d’une manière femblable. 

Pat exemple , fi on avoit </'y -|- a d d y d x -4- 
bdydx^ ■+• c y dx' -4- X d x* = 0, on ëcriroit 
d> y -i- k d dy dx -4- ( a — k ) ddydx-i-k'dydx* 
-4- (b — k' )dydx' -b- eyd xi ~t-Xdxf = 0, 
k Sc k' étant incomrnes , mais confiantes , & on fuppo- 
feroit qu’il ne manque à cette équation , pour être inté- 
grable , que d’étre multipliée par un (aéleur P qui ne 
renferme que des x & des confiantes; c’eft-à-dire, on 
fuppoferoit que l’équation P d' y -4- P k d d y d x -4- 
P ( a — k ) ddy d X -i-Pk' dy dx^ P ( b — k') dydx*+ 

P ey d’x' -4- P X d X* = 0. efi intégrable. Donnant 

à cette équation la forme fuivante 

P d' y -k- P kdx ddy -i-[P( a — k )ddy-k-Pk'dydx]Kdx 
—k')dydx ■+■ Peydx'- -1- P Xdx^\dx = o. 
la condition qu'elle efi intégrable , donneroit ( ix8) fix équa- 
tions, qui par la fuppofition que l’on a faite pout k, k' 
Si P ^ Ce réduiroient à trois; & l’équation finale donnetofe 
pour k trois valeurs, Ac trois valeurs correlpondantes pour 
k' Si pour P, Ce qui, en imitant le procédé ci-defliis, 
donneroit trois équations en jt, x, dx, dy Si ddy. 
Eliminant donc ddy Si dy , en auroit la valeur finie de 
y en a; & confiamés. 

, ’ 147. On voit à préfênt ce qu’il y taroit à fait» 
pour les degrés fupérieurs. 


ê 
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La même méthode s’appliqueroit s’il y avolt ira 
plus grand nombre de variables qui ne pafTafTent 
pas le premier degré, & qui ne fufTent multipliées 
ni entr’elles, ni par quelqu’une des différenciellcs 
de ces variables ^ fi ce n’ed pàr la dilTércncielle 
qui e(l fuppofée confiante. 

Par exemple, fî on avoir les deux équations addj -t- 
hid\ -+• c dy dx td\dx-\- f y d *.'• g\d -f- 

X. dx'^ = O, Sc a' di y h' dd\-\- c' dy dx-^-t' d[dx^ 
f'ydx^ ^ \dx' •<- A"' dx* =o. 

On commenceroir par les ramener à une feule en ajoutant 
la première avec la fécondé multipliée par un coefficient 
indéterminé le confiant q. Puis dans l’équation totale , on 
partagera le terme où entre dy & celui où entie d\ en 
deux parties , comme il a été fait ci-deflùs ; enfin on 
fflultiplieroit par un faéleur fuppofé une IbtifUon de x & de 
confiantes. 

148. Nous terminerons ce qui regarde lés 
équations différencielles , en obfervant que lorfque 
dans une équation à deux variables il manque une 
des deux variables finies , on peut toujours la 
ramener aux différences de l’ordre immédiatement 
au-defius; & cela en égalant la différence première 
d’une des variables à la différence de la féconds 
multipliée par une nouvelle variablcé 

Par exemple , fi i’avois i intégrer — ï' ( i -1- 

dy dx* 

(ay’^b)d», dans laquelle dx eft fuppofée confiante» 
Sc où il manque la vaiiafile x; je ferois dy = pdx} 

j'autois 
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i'aurols idy = dpdx^ Sc par con(Zqueoc... 

✓(» -*-pp) = (^y + ^) • — — »“<//> 

P P 

s ( a y “i- dy ; <k>nt le lêcoDd membre s’intégre algébri- 
quement , ic le premier , en partie algébriquement St en partie 
par logaricbmes, en rendant / ( i •ftzPP'i ntionnel, d’après 
ce qui a été dit (ii7}« 



Mécaniqué, h Part^ 
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PRINCIPES 

GÉNÉRAUX 

DELA 

MÉCANIQUE. 


NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

14p. Sous le nom de Mécanique ^ hous com- 
prenons la fcience du Mouvement j & celle de 
l’Equilibre. 

il y a du mouvement dans un corps, lorfque 
ce corps , ou quelques'» unes de Tes parties font 
tranfportées d’un lieu en un autre. 

Un corps, ou l’alTemblage de plufîeurs parties 
matérielles , ne peut de lui - même fe mettre eu ' 
mouvement. Il ne peut être mu que par une caufe , 
fans laquelle il peut, d’ailleurs, exiHer. 

Cette caufe , telle qu’elle foit , qui e(l capable 

N ij 


4 


■de mouvoir un corps , eft ce que nous appelions 
Force ou Pui£ance. 

L’équilibre, eft l’état d’un corps ou d’un alTem- 
blage ou Syfième de corps , qui eft follicité pat 
plubeurs forces dont les effets font détruits par 
quelques obfiacles , ou fe dctruifent mutuellement. 

Le repos , efl l’état d’un corps dont les parties , 
non-feulement ne font point déplacées , mais ne 
font pas même follicitées par aucune force. 

Pour établir les principes du mouvement & de 
l’équilibre, nous imaginerons , d’abord , qu’il n'exide 
rien autre chofe dans la Nature que les corps donc 
nous parlerons , & les forces que nous leur fuppofe- 
rons appliquées. 

Ainfi nous regarderons d’abord les corps comme 
non pefans, comme parfaitement libres ; nous fup- 
‘poferons que ni l’air , ni la pefanteur , ni le frotte- 
ment, ni tout autre obftacle n’exiftent. 

Nous aurons , enfuite, égard à ces obftacles ; mais 
pour mefurcr leurs effets , il faut commencer par 
examiner les chofes , dans cet état de {implicite. 

’iyo. Ces fuppofilions faites, il eft clair que 
fi un corps a reçu du mouvement par une caufe 
quelconque , il doit perfévércr dans cet état de 
mouvement , fans aucune altération ni augmenta- 
'tion, fans aucun détour, tant que la meme ou une 
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nouvelle force n’agira pas fur lui. En effet , nous 
venons de dire qu’un corps ne peut fc donner du 
mouvement ; il ne peut donc- s’en ôter , puifque 
ce feroit s’cn donner en fens contraire ; d’ailleurs 
nous fuppofons qu’il n’exide aucun obftacle. 

Ainfi le mouvement efl naturellement égal ou 
uniforme, & reâiligne. Examinons donc d’abord 
les propriétés de ce mouvement. 

Du Mouvement uniforme. 

« 

lyi. Le mouvement uniforme eft donc celui d’un- 
corps qui fe meut toujours de la même manière ; c’eft- 
à-dire, qui parcourt toujours le même efpace dans 
le même intervalle de temps. 

Pour comparer les mouvemens. de deux corps 
qui fe meuvent uniformément , il faut confidérer 
l’efpace que chacun décrit dans un même temps 
déterminé, comme d’une minute, d’une fécondé, &c. 

Cet efpace efl ce qu’on appelle la vîtejfe, 

1^2. La vîteffe d’un corps eft donc , à propre- 
ment parler , l’efpace que ce corps peut décrire 
uniformément dans un temps déterminé que nous 
appelions l'unité de temps. < ^ 

AirJi , fiant let mouveinens uniforraet ée Jcui corps, H- 
Fon compte le temps en fécondés, & que l’un parcoure $ pieds 
par. féconde , & l’autre d pieds par féconde; fc dirai q^ic la, 

N iij 
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vîtefTe du premier ell de ^ pieds, & celle du fécond de 6 pieds^ 
Mais Ci, en prenant toujours la fécondé, pour nnitd de temps, 
on me difoit qu’ùn çorps a parcourn loo pieds en cinq fé- 
condés ; 100 pieds n'cxprimeroient pas la viiellê ; mais je vois 
qu’à chaque fécondé , il en parcourroit le cinquième , on lo 
pieds ; c'ell-à-dire , que pour avoir la vitellê , je divife le nombre 
I oo , des parties de rcfpace parcouru j par le nombre j des unite's 
de lanps qui fe font écoulées. 

X53. Donc, en général, la vîtejfe ejl égale à 
l’tjpace dirifé par le temps; c’eft-à-dire , en nom- 
mant y la vîtefTe-, £ l’efpace parcouru pendant ui\ 

» 

temps marqué par T, on a généralement V = -jrji 

ç’efl un des principes fondamentaux de la Méca- 
nique. 

IJ4. L’équation V = -ys donne non-feulc- 

mcnt la mefure de la vîtefTe, mais encore celle 
de Tefpace Sc du temps. En effet, fi Ton regarde 
fucceflivement E Zc T comme inconnues , on aura 

par les règles ordinaires de TAlgcbre ,T = 

& E =t VT. Âinfi , pour avoir le temps, il fqut 
dii'ifer Vcfpace par la vîteffe ,* Gr pour avoir T efpace , 
il faut multiplier la vîtejfe par le temps. 

Au rcfle , fi nous employons ici des caraâères 
algébriques , ce n’efl pas qu’ils foient nécefTaires 
^our faciliter l’intelligence de ces prenûèrçs vérités. 
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Mais ils font utiles pour foulager la mémoire. On 
voit en effet par cet exemple, que le premier 
principe étant une fois dans la mémoire , on peut 
toujours facilement retrouver les deux autres , ea 
appliquant les règles ordinaires à ce premier prin* 
cipe traduit algébriquement. 

Il e(l donc facile maintenant de comparer 
les mouvemens uniformes de deux, ou d’un plus 
grand nombre de corps. 

Par exemple, (i l’on me demande dans quel rapport Ibnc 

tes vîtelTes de deux corps , qui décrivent des efpaces connus 

E !c e y dans des temps connus T Sc t , rerpeélivement. En 

nommant & u les vîtelTes de ces deux corps , j’aurai y =3 

E € E € 

— , & a = — ( I )•* Jonc ^ : « : : _ : _ ; c’eft- 

à-dire, que Us vîteÿis font comme Us efpaces divife's par 
Us temps. 

En un mot , qu’il s’agiffe de comparer les viteffes , 
ou les efpaces , ou les temps , le principe que nous 
venons détablir (i j’j) donnera l’expreffion de cha- 
cune de ces chofes , pour chaque corps ; il n’y aura 
donc qu’à comparer ces expreHions. 

Par «temple , lî je veux comparer les elpaces ; ce principe 
E 

me donne y = > J’oû je tire E = yT{ donc pour 

le fécond corps , j’aurai pareillement e T u t ; donc E : e : : 
y T : ut ; c’eft-à-dire, que Us efpoits font comme Us vîteÿis 
mtîtîpliies pat Us temps» 

N it 
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1^6. De ces trois chofes , refpace, le temps 
& la vîtelTe , ü l’on veut en comparer deux , lorf- 
que la troifîème eft la même pour chaque corps , 
11 n’y a qu’à chercher, de même, l’exprelEon de 
cette troifîème , pour chaque corps , ^ dgaler ces 
deux expref&ons, 

Par Mcmple , fi je veux lavoir quel efi le rapport des ef- 

£ 

paces quand les vitelTes font les mêmes , j‘ai y = 9c 

t E 

U =3 — ; donc puirqu'on Tuppofe ^ = w, on a s 

-î- , ou Et = eT , d’oû l’on tire E : < : ; T ; r ,• c’efi- 

i-dire, qu’d vttejfes egalfs ^ les efpaces font comme les 
temps. 

On trouvera de même , qu’en temps igal , l^s efpaces font 
comme les vUeJfes ; Sc que pour que deux corps d/criveni 
le mime efpace, il faut que leurs vîtejfes foient riciproque- 
ment proponionnelles aux temps. En effet , on a £ = ^ T 
Sc c = fit i donc fi £ = e, on a y T ztx uf, d'où l’on 
fire y i U : : t : T, 

E 

Ainfî , le feul principe y = , donne le moyen de 

(omparer toutes les circonffauces des mouyemens uniformes, 

Pes Forces ^ ^ de la quantité de 
Mouvement, 

IJ7. La fomme des parties matérielles dont un 
corps eft çpmpofé, eft ce qu'on appelle fa majf 'ti 
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mais dans Tufage que nous ferons de ce mot, nous 
entendrons le nombre qui exprime de combien 
de parties matérielles le corps eft compofe. 

La force , aind que nous l’avons déjà dit , ed 
la caufe qui meut , ou tend à mouvoir un corps. 

Comme les forces ne nous intérelTcnt que pat 
leurs eifets , ce n’ed que par les effets dont elles 
font capables , que nous devons les mefurcr. Ot 
l’effet d’une force ed de faire paifer dans chaque 
particule matérielle d’un corps , une certaine vîtefle. 
Donc fi toutes les parties reçoivent la même 
vîteffe , comme nous le fuppoferons ici , l’efl'ef de 
la caufe motrice a pour mefure la viteffe multipliée 
par le nombre des parties matérielles du corps , 
c’ed-à dire, par la maife. Donc la foret Ji mefure 
par la vitejjè quelle peut imprimer à une maJTe connue^ 
multipliée par cette majje. 


ly8. Le produit de la maffe d’un corps, par 
fa vîtefle , s’appelle la quantité de mouvement de ce 
corps. Les forces fe mejurent donc par la quantité 
de mouvement qu'elles font capahles de produire. 


AiiiG, (i nous déngnons ce pruéuii par f , la maffe pat 
pi , & la vîielfe par y, nous aurons F = Jf/ V, 

F F 

Cette équation donne F = — — ^ it M — ~~ , qui 


font voir r* que connolfam la force motrice iCiin corps & 
la tnajfe , on /aura quelle \ t:efe il doit avoir ^ en àhifant 
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h Jbret motrice par la maffe. i*. Que eonnoiffant la force 
motrice & la vîtejfe , on faura quelle ejl la maffe qui peue 
avoir cette vîteffe & cette force motrice , en divifant la force 
motrice par la vîteffe. 

Mais il ne faut pas perdre de vue , que ce que nous en> 
tendons ici par F , ou par la force motrice , c’eft l’effet dont 
cA capable la caufë qui engendre le mouvement. C’eA cet effèt 
feul qu'on peut faire entrer , & qu’on a bcfoin de faire entrer 
dans le calcul. 

I JJ. Donc fi f marque la force motrice d’une autre malTe 
m , fie U la vîtefTe de cette maflè , on aura de même 
f = mu ; donc Fi fi : M V i mu; c’eft-à-dire , que 
les forces motrices font comme les maffes multipliées par les 
vlteffcs. 

Et lî de chacune des deux équations F = M V ^ te 
f = m U , on tire les valeurs de M fie de m , puis celle 
de ^ fie de le , on aura le rapport des mafles , par celui 
des forces fie des vîtefles > fie celui des vîteffes , pat les forces 
* les malTes; d’od l’on conclura i» qu’d maffes égales les 
forces motrices font comme les vîteffes ; i® qu’J vîteffes e'gales 
les farces motrices font comme les maffes ; }® fie qu’enfia 
Ji les farces motrices font égales , les vîteffes font en raifon 
inverfe des maffes; ce que l’on trouvera facilement en éga- 
lant fuccellivenient la valeur de à celle de m , celle de 
F à celle de « , fi: enfin celle de F à celle de f; l’équa- 
tion réfultante, réduite fie convertie en proportion, démontre 
cKacuue de ces propofitions. 

Remarque, 

i6o, La mafle ou le nombre des parties maté'* 
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rielles d’un corps , dépend de Ton volume & de 
ce qu’on appelle fa denjîté. Comme les corps font 
^nétrés d’un très-grand nombre de vides qu’on 
appelle porer, leur quantité de matière n’eft pas 
proportionnelle à leur volume : mais fous le même 
volume il y a d’autant plus de matière que les parties 
font plus ferrées ; & c’eft cette plus ou moins grande 
proximité des parties qu’on appelle denjité ; enforte 
qu’on dit , un tel corps e(l plus qu’un tel 
autre corps , lorfqu’à volume égal il renferme plus 
de matière que ce dernier. On dit au contraire 
qu’il eft moins den/e ou plus rare lorfqu’à volume 
égal il renferme moins de matière. 

La denfité fert donc à juger du nombre des 
parties matérielles , lerfque le volume eft connu : 
ainfi on peut regarder la denGté comme repré- 
fentant le nombre des parties matérielles d’un vo- 
lume déterminé ; quand on dit l’or eft ip fois aufti 
denfe que l’eau , cela veut dire l’or contient ip fois 
autant de parties que l’eau , dans un même efpace. 

En fe repréfentant la denGté comme exprimant 
le nombre des parties matérielles dun volume dé- 
terminé que l’on prend pour imite' de volume ; il 
eft clair que pour avoir la maffe , ou le nombre 
total des parties matérielles d’un corps dont f« 
volume eft connu, il faut multiplier la denGté par 
}e yçlume, 
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Par exemple > fi la denficé d’un pouce cube d’or e(l repré- 
(êntde par 19 , la quantité de matière de 10 pouces cubes 
d’or, fera 10 fois 19. Ainli, rcpréfentant généralement la maflë 
par Jff, le volume ou la folidité par S le \t denfité pat D, 
on aura JU = S x D ; par od il fera facile de comparer 
lès maflës , les volumes Sc les denfités des corps. 

Nous verrons dans peu , que les mafTes des 
corps font proportionnelles à leur poids ; ainfi , 
dans l’ufage , on pourra fubdituer le poids à la 
tnafTe. 

Des Mouvemens uniformément accélérés. 

161 . Un corps qui n’a reçu qu’une impulGon, 
perfévère dans fon mouvement avec la même 
vftelTc , & dans la même direâion qu’il a eue 
au premier inftant (lyo). Mais s’il vient à re- 
cevoir une nouvelle impullion dans le même fens , 
ou en fens contraire de la première , il fe meut 
alors , avec une vîtelTe égale à la fomme ou à la 
différence des deux vîteffes qu’il a reçues fucceflL- 
vement ; cela eft évident. 

Donc fl l’on conçoit qu’à des intervalles de 
temps déterminés, le corps reçoive de nouvelles 
impulfîons, dans le même fens, ou en fens con- 
traire de la première, il fera mu d’un mouvement 
yarié ou inégal ; fa vîteffe fera différente au com- 
mencement de chaque intervalle de temps* 
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Quoi qu’il en foit , fa vîtefle au bout d’un 
temps quelconque doit s’eftimer par l’efpace qu’il 
feroit alors capable de décrire pendant l’unité de 
temps , n fon mouvement devenoit uniforme à 
compter de l’inflant où l’on conGdère cette vîtelTe. 

On appelle en général Force accélératrice , toute 
force qui agit fur un mobile pour faire varier fon 
mouvement. Lorfqu’à des intervalles de temps 
égaux, elle agit également, on l’appelle /orce accé- 
lératrice confiante , ou force retardatrice confiante , 
félon quelle tend à augmenter ou à diminuer la 
yîtelTe aâuelle du mobile. 

Examinons préfentement les circonftances du 
mouvement uniformément accéléré. 

162. Puifqu’ dans ce mouvement, la force 
accélératrice agit toujours de la meme manière , 
n l'on fuppofe que g foit la viteiïe qu’elle com- 
munique , à chaque unité de temps ; il eft clair 
que les vîtelTes fucceflives du mobile feront g, 2g, 
5 g,' enforte qu’après un nombre d’unités de 
temps marqué par t , la vîtelTe acquife fera g pris 
autant de fois qull y a d’unités dans t,* c’eil-à-dire,t 
fera g x t ou g r. 

1^5. Donc 1° dans le mouvement unifor- 
mément accéléré, les nombres de degrés de vîtelTe 
que le mobile acquiert , croÜTcot comme les 
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nombres d’intervalles pendant lefquels duré fé 
mouvement ; ce que l’on exprime , en difant : Les 
pîtejfes acqui/es font comme les temps écoulés depuis 
le commencement du mouvement. 

Ainlî , li l’on appelle u la vîteflTe que le niobile 
a acquife au bout du temps t , on a u = g t. 

2°. Les vitelTes que le mobile fe trouve avoir 
fucceilîvement pendant la durée de chacun des 
Intervalles cUnfécutifs , forment donc une progref- 
flon arithmétique g i 2g, 3g, &c. dont le 
dernier terme eft g r ou u , & dont le nombre des 
termes eft t , c’eft à-dire , eft marqué par le nombre 
des aétions de la force accélératrice. 

3®. Et puifque ces vîtelTes g , 2g, & c. ne font 
autre chofe , chacune , que l’efpace que le mobile 
peut décrire pendant l’intervalle correfpondant(i5'i\ 
l’efpace total décrit pendant le temps t , fera donc 
la fomme des termes de cette progrelllon arith- 
métique ; c’ell-à'dire {Alg. 171 ) , qu’il fera exprimé 

par (g -+- «) X — î— . Donc fi l’on nomme e 
cet efpace total parcouru depuis le commencement 
du mouvement , on aura e = ( g -H « ) —, 

1^4. Concevons maintenant , que la force 
accélératrice agit fans interruption , ou , ce qui re- 
vient au même', concevons que le temps t foit 
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partagé en une infinité de parties infiniment petites 
que nous appellerons des infiants ; & qu’à la naiC- 
Tance ou à la fin de chaque inftant, la force accé- 
lératrice donne une impulfion au mobile. Concevons 
de plus qu’elle agit par degrés infiniment petits. 
Alors g étant infiniment petite par rapport à u , on 

doit dans Téquation e =s= ( g k ) _L , omettre 

g, & Ton a fimplement e = , 

léy. Cela pofé, imaginons qu’au bout du 
temps r , la force accélératrice celfe d’agir ; le corps 
(lyo) perfévérera donc dans Ton mouvement avec 
la viteffe u qu’il aura acquife^ c’eft-à-dire, qu’à 
chaque unité de temps , il décrira un efpace = u 
(iji); donc s’il continuoit de fe mouvoir avec 
cette même viteffe pendant le temps r , il décriroit 
un efpace = u x t, c’eft- à-dire , le double de 

celui e ou qu’il a décrit (i6^) dans un temps 

égal , par l’aâion fucceflive de la force accélératrice. 
Donc dans le mouvement uniformément & conti- 
nuellement accéléré, V efpace décrit, pendant un certain 
temps, tfl la moitié de celui que le mobile peut 
décrire dans un temps égal , avec la vîtejfe acqufe , 
fontinuée uniformément, ^ 

Poifque les viteilès ac<}uUês cr^ 
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Tent comme les temps écoulés « (î i’oa appelle p 
la vîcefTe acquife au bout d’une fécondé ; alors la 
vitefTe acquife , après un nombre t de fécondés , 

fera pt j aînfi on aura u r. L’équation e == — ^ 

trouvée ci-deflus, deviendra donc e=^. Donc 

£i l’on repréfente par £, un autre efpace décrit 
de la même manière pendant un autre temps T, 

on aura de même £=^-îI; d’oîl fon conclura 

X 

e : £ : : L ; JI . T littiTTjct qui 

I X 

nous apprend que Us efpaces parcourus d’un mou- 
ytment uniformément & continuellement accéléré ^ font 
comme les quarrés des temps- 

167. Et puifque (16^) le> vîtefTes font dans 
le rapport des temps , les efpaces font donc àujjl 
dans U rapport des quarrés des vîtejjes. 

J 68 . Donc les vitejfes (r les temps ^ font comme 
les racines quarrées des efpaces parcourus depuis le 
commencement du mouvement. 

idp. Tout cela s’applique également ailx mou- 
vemens uniformément retardés, pourvu que, pac 
les temps , on entende ceux qui relient « s’écouler 
îufqu’à l’extinâion de la vîtefTe; & que par les 
efpaces , on entende ceux qui redeut â décriie 
julqu’à l’exÛQâion de la vîtelTt, 
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170* Dans l’équation e = -M. — que nous avoiiS 

trouvée ci-defTus ( 166 ) , la quantité p par laquelle 
nous avons entendu la vîtelle que la force accé- 
lératrice eft capable d’engendrer par fon action 
fuccellîve pendant une fécondé de temps, eft ce 
que nous appellerons la jorce accüératrke ; parce 
que nous devons juger de cette force par l’eP.ét 
qu’elle eft capable de produire dans le mobile, 
dans un temps déterminé ; effet qui n’eft autre que 
de lui communiquer une certaine vîtefte. 

Du Mouvement libre des Corps pefans, 

17 1. C’eft à l’efpècé de mouvement que nous 
venons de confidérer , qu’on doit rapporter le mou- 
vement des corps pefans. Mais avant d’appliquer à 
cet objet, la théorie que nous venons d’expofer. 
Il eft à propos de faire connoître quelques faits 
concernant la PefanteUr. 

Ce que nous entendons par Pefanteur , c’eft la 
force qui follicite les corps à defeendre fuivant 
des lignes verticales ou perpendiculaires à la fur- 
face des eaux. Si la Terre , ou fi la furface des 
eaux étolt parfaitement fphérique, les direéiions 
de la pefanteiit concourroient toutes au centre. 
Mais quoique cette furface ne foit pas parfaitement 
fphérique, elle s’en éloigne peu j en forte que, pour 

Mécaniq^ue , I. Part, O 
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les objets que nous avons à traiter , nous pouvons 
regarder , fans aucune erreur fenHble , les direc- 
tions de la pefanteur , comme concourant au centre 
de la Terre. 

Nous avons déjà eu occafion (Géom. 338) de 
dire que le rayon de la Terre, conGdérée comme 
fphérique, eft de ip()Oy48o pieds. De-Ià il eft aifé 
de conclure qu’il faut, fur la furface de la Terre, 
une étendue de ly toifes Sc j pour répondre à un 
angle d’une fécondé au centre de la Terre. AinG, 
dans une machine qui auroit 16 toifes de longueur, 
il ne s’en faudroit que d’un angle d’une fécondé, que 
les direélioBS de la pefanteur , aux deux extrémités, 
ne fuffent parallèles. Donc , dans un même lieu , on 
peut regarder Us direSUons de la pefanteur comme pa-, 
rallèles. 

Quant à la grandeur de cette force , à parler 
rîgoureufement , elle eft differente à différentes 
diftances de l’Equateur , & à différens éloignemens 
du centre de la Terre. Mais les quantités dont elle 
différé, par les différentes diftances où l’on peut 
être de l’Equateur , font très-petites , & ne nous 
importent en aucune manière , pour le préfent. H 
en eft de même des diminutions quelle fubit à 
mefure qu’on s’éloigne du centre de la Terre; elles 
ne peuvent être fenGbles que par des changemens 
de diftance beaucoup plus conGdérables que ne font 
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]cs hauteurs auxquelles nous pouvons nous élever, 
ou les profondeurs auxquelles nous pouvons def- 
cendre -y ainfi , nous regarderons ici la pefantcur 
comme une force qui eft par-tout la même , c’eft-à- 
dire , qui follicite les corps à defcendre d’une même 
quantité dans un même temps. 

Il faut conlidérer cette force comme agiffant , & 
agilTant également à chaque inftant, fur chaque partie 
de la matière. Or il eft clair que ft chacune de$ 
parties d’un corps reçoit la même vîtefte , la tota- 
lité ne fera mue qu’avec la même vîtefte que re- 
cevroit une feule des parties détachée de la mafte ; 
en forte que la vîtefte que la pefanteur imprime 
à une mafte quelconque, ne dépend point de la 
grandeur de cette mafte ; elle eft la même pour une 
petite mafte que pour une grande. Il eft vrai ce- 
pendant, que nous ne voyons pas tous les corps 
tomber d’une même hauteur dans le même temps ; 
mais cette dififérence eft l’effet de la rélïftance de 
l’air, ainG que nous le verrons par la fuite; aufti 
lorfqu’on laifte tomber des corps dans un efpace 
vide d’air, obferve-t<on que des corps très-dlffé- 
rens en mafte, tombent néanmoins d’une même 
hauteur dans le même temps. 

II faut bien diftinguer ici, entre l’effet de la 
pefanteur & celui du poids. L’eftêt de la pefanteur 
eft de faire paftet ou de tendre à faire pafter dans 

O ij 


212 


C O n S 

chaque partie de la matière une certaine vîteiTe , 
qui eft abfülumcnt indépendante du nombre des 
parties matérielles. Mais le poids eft égal à l’efFort 
que l’on doit exercer , pour empêcher qu’une maiïè 
propofee n’obéifle à fa pefanteur. Or cet effort 
dépend de deux chofes ; favoir , de la vhefTe que 
la pefanteur tend à Imprimer à chaque partie , Ôc 
du nombre de parties qu’elle anime ou qu’elle tend 
à animer. Mais comme la vîteffe que la pefanteur 
tend à imprimer , eft la même pour chaque partie 
de la matière , l’effort que l’on a à exercer, eft 
proportionnel au nombre des parties de la matière , 
c’eft'à dire, à la maffe. Ainfi le poids dépend de 
la majj'e , &* la pefanteur n'en dépend nullement. Cette 
obfervation , fur le poids des corps , établit ce 
que nous avons avancé ( léo), favoir , que la maffe 
eft proportionnelle au poids. 

172. Après ces éclairciffemens fur la pefanteur, ' 
venons aux loix du mouvement des corps pefans. 

Puifque la pefanteur agit également, & fans in- 
terruption , à quelque diftance que le corps fe 
trouve de la furface de la Terre, ( du moins pour 
les diftances auxquelles nous pouvons nous élever) 
la pefanteur eft donc une force accélératrice conf- 
tante, qui, à chaque inftant , fait paffer dans le 
mobile un nouveau degré de vîteffe, qui eft tou- 
jours le même pour chaque inftant égal; en forte 
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que (153 &* /u;V. ) les vîtefTes acgulfes augmentent 
comme les temps écoulés ; les efpaces parcourus font 
comme les quarrés des temps, ou comme les quarrés 
des vîteHes; les vîtefTes font comme les racines 
quarrées des efpaces parcourus ; les temps font aufli 
comme les racines quarrées des efpaces parcourus : 
en un mot, tout ce que nous avons dit des for- 
ces accélératrices confiantes , s’applique littérale- 
ment à la'pefanieur. Bien entendu que, dans tout 
ceci , nous faifons abftraélion de la réfiftance de 
l’air & de tout autre obfiacle. 

Il ne s’agit donc , pour pouvoir déterminer les 
temps , les efpaces & les vîtefics dans le mouve- 
ment des corps graves , que de connoître un feul 
effet t e la pefanteur dans un temps déterminé. Car 

les équations u = p t , nous mettront en 

% 

état de déterminer tous ces objets, des qu’une fols 
nous (aurons la valeur de p. 

Rappelons-nous donc que par p[i 66 ), nous 
avons entendu la vîtelfe que le mobile acquiert au 
bout d’une fécondé de temps. Or on fait par ex- 
périence, (& nous verrons par la fuite, comment 
on l’a trouvé ) qu’un corps à qui l’air ne fait point 
de réfifiance fenfible, tombe de ic pieds & -1- 

ou plus exaélement, de iJP,op8 dans la première 
fécondé de fa chute* 

O îi) 
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D’ailleurs nous avons vu C KSy ) qu’avec la vîtefle 
acqulfe par une fuite d’accélérations, le mobile pour* 
roit décrire d’un mouvement uniforme, un efpace 
double , dans le même temps. Donc la vitefle qu’un 
corps pefant a acquis au bout de la première fé- 
condé de fa chute , eft telle que fl la pefanteur 
ceffoit d’agir , i! décriroit le double de i ^ pieds 
3 c , c’eft-à-dire 30 P, 2 à chaque fécondé. Donc 
f = 30,2. 

173. Maintenant, l’équation u=pt, & l’équa- 
tion e= nous font voir; la première, que 

pour avoir la vîtefTe qu’un corps pefant a acquife 
après être tombé pendant un nombre t de fécondés , 
il faut multiplier celle qu’il acquiert pendant la pre- 
mière fécondé, par ce nombre t de fécondés. 

Donc , lorfquan corps pefant eji tombé pendant un 
nombre quelconque de fécondés ^ la vîtejfe qu'il a ac- 
quife , ejl telle que Ji la pefanteur cejfoit d'agir ^ il 
décriroit, psr chaque fécondé, autant de fois qor ,2 
qu'il s'ejl écoulé de fécondés, 

Ainfï , an corps qui a employé 7 fécondes â tomber , (ê 
meut au bout de 7 fécondés avec une vitefTe à parcourir fepc 
fois 3o'’ii ou lit pieds & f par fécondé, fans aucune nou- 
Tclle accélération. 

• V t* 

174. La fécondé équation ç = z= ^ p t* ^ 
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fait voir que f our avoir l’efpace « ou la hauteur é 
dont un corps pefant tombe dans un nombre t de 
fécondés , il faut multiplier \ 'p , c’eft-à-dire , la 
quantité dont il tombe dans la première fécondé, 
la multiplier , dis-je , par le quarré du nombre des 
fécondés. 

• 

Donc la hauteur dont un corps pefant tombe pen- 
dant un nombre t de fécondés , eft d‘ autant de fois 
pieds Ct" qu'il y a d'unités dans le quarré de 
ce nombre de fécondés. 

Ainli quand un corps ï employé 7 fécondés à tomber , on 
peut être afluré qu’il e(l tombé de quarante-neuf fois 15P, i 
c’efl'à-dice, de 740 pieds à très-peu près ; en fuppofànt tou- 
jours que la rélïüance de l’ait n’ait pas lieu. Ou voit donc 
que quand on connoît le temps écoulé, rien n’ell plus aifé que 
de déterminer la vîtcflc acquifc Sc l’elpace parcouru. 

1 7^. Si l’on veut favoir combien de temps un 
corps emploieroit à tomber d’une hauteur connue ; 

l’équation e =Ÿp 1% donne t* , & par con- 

féquent t == j/" ; c’eft-à-dire , qu’il faut cher- 

% P 

cher combien cette hauteur e contient de fois la 
hauteur ~ p dont un corps pefant tombe dans la 
la première fécondé, '& tirer la racine quarrée de 
ce nombre de fois. 

Veut-on favoir de quelle hauteur un corps 

O iv 
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pefant devroit to.Tiber pour acquérir une vîtefle 
CO nue; c’eft-à-dire, une vîtefTe à parcourir uni- 
’formement un cerftin nombre de pieds par fécondé. 
'Alors de l’e'quation u=pt-, je tire la valeur de 

t qui eft r = Ji,; je la fubftitue dans I équation 
P 

e=^pt^ ; Si'] d\e = ^px -ü— ■= Jt— qui m’ap- • 
'• PP 

prend que pour cennoitre la hauteur e dont un corps 
pefant devrait tomber pour acquérir une vîtcjfe u d'un 
certain nombre de pieds par fécondé , il faut divifer 
le quatre de ce nombre de pieds , par le double de 
la rttejje 'qu’un corps pefant acquiert au bout de la 
première fécondé ; ce/l-à-dire , par 6o,^. 

Ain(î,njc veux favoir de quelle hauteur un corps pePaut 
devroit tomber pour aequerir une vîtefTe de loo pieds par 
fécondé, je divife le quarte de loo , c’eft- à-dire, ioooo,par 
(o,d \ le quotient i-m’apprcnd qu’un corps doit tomber de 
if5 pieds pour acquérir une vîtefle de loo pieds par fé- 
condé, 

II efl évident qu’on Ce conduiroit de même , pour 
déterminer à quelle hauteur montera un corps jeté 
verticalement avec urfe vîtefTe connue. 

177. Comme on peut, ainfi qu’on le voit par 
CCS exemples , déterminer facilement toutes les cir- 
conftances du mouvement des corps pcfaiis , c’eft 
à CCS mouvemens qu’on rapporte le plus commu- 
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nénient tous les autres mouvemens ; en forte que 
fouvent au lieu de donner immédiatement la vîtelTe 
d’un corps , on donne la hauteur d’où il aiiroit dii 
tomber pour acquérir cette vîtefle, par l’aélion de 
la pefanteur. Nous aurons occafion d’en voir des 
exemples. 

Obfcrvons donc pour récapituler , que toutes 
les circonftanccs du mouvement accéléré , & par 
conféquent du mouvement des corps graves , font 
comprifes dans les deux équations u~p t,e = \p t*j 
en forte que p étant connu , dès que l’on con- 
noîtra l’une de ces trois chofes , le tempsj l’ef- 
pace & la vîtefTe , on peut toujours trouver les 
deux autres , foit immédiatement par l’une ou l’autre 
de ces deux équations , foit par le concours des 
deux , combinées comme nous venons de le faire 
{176). 

Des Mouvemens variés de quelque 
manière que ce foit. 

178. Lorfque le mobile eft fournis à l’aâion 
d’une force qui agit fur lui fans interruption, mais 
d’une manière différente à chaque inftant , le mou- 
vement s’appelle , en général , msuvement varié. 
On a des exemples de mouvement varié dans le 
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débandement des refTorts ; quoique la vîtefTe aille 
en augmentant , cependant les degrés par lefquels 
elle augmente vont en diminuant. Il en eft de 
meme des degrés par lefquels le mouvement du 
navire arrive à l’uniformité : l’aéllon du vent fur les 
voiles diminue à mefure ^u: le navire acquiert du 
mouvement, parce qu’il échappe d’autant plus à 
cette aéflon , qu’il a plus de vîteiTc. 

17p. Les principes nécelTaires pour déterminer 
les circonllances de ces mouvemens , fe dédulfent 
facilement de ce que nous avons dit fur les mou-* 
vemens uniformes & fur les mouvemens unifor- 
mément accélérés : voici comment on y parvient. 
1®. De quelque manière que le mouvement foit 
varié , n on le confidtre par rapport à des indans 
infiniment petits , on peut fuppofer que la vitelTe 
ne change point pendant la durée de cet Indanr. 
Or lorfque la vîteffe ed uniforme , elle a pour 
expreflîon l’efpace décrit pendant un temps quel- 
conque f, divifé par ce même temps t. Donc 
lorfqu’elle ne fera uniforme que pendant un Indant, 
elle doit avoir pour expreflîon l’efpace infiniment 
petit décrit pendant cet indant, divife par cet inf* 
tant. Donc fi e repréfente l’efpace décrit , d’un 
mouvement variable, pendant le temps quelconque f, 
i e rcprcfcntcra ce qui ed décrit uniformément 
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pendant l’inftant à t; on aura donc u = , ou 

d t 

d e = U d t J première équation fondamtntale des mou- 
rtmer.s variés, 

j 8 o . 2 °. L’équ tion u = pt, trouvée (l66) , 
& qui exprime le rapport des vîtefles aux temps, 
dans les mouvemens uniformément accélères , donne 

P — —, C’eft-à-dire , que quand la force accé- 
lératrice, ou plutôt la quantité p par laquelle on la 
mefure (170) eft confiante , elle a pour expref- 
fion,la vîtefle u qu’elle engendre pendant un cer- 
tain temps t, divifée par ce temps t. Donc H cette 
force accélératrice p agit différemment d’un inflant 
à l’autre; c’efl à-dire , fi elle n’efl confiante que 
pendant un inflant , elle doit avoir pour expreflion 
la vîteffe qu’elle engendre pendant cet inflant , di- 
vifée par cet inflant ; c’efl-à-dire , qu’elle doit avoir 
pour expreflion l’accroiflement de la vîtclTc, divifé 

par l’accroiflement du temps; on aura donc p = ^ 

ou d u = p d t fécondé équation fondamentale des 
mouvemens variés. 

181. Dans l’équation uz=p t, nous avons en- 
tendu (166) par p, la vîtefle que la force accé- 
lératâce engendreroit dans le mobile pendant un 
temps déterminé (comme d’une fécondé) par une 
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adlon continuée & toujours égale. Dans l’équation 
d U =p d t , on doit entendre la meme chofe. Mais 
il faut obferver que la force accélératrice étant 
fuppofée variable , la quantité p qui repréfente la 
vîteflTe qu’elle feroit capable d’engendrer fi elle 
agilToIt comme force accélératrice confiante pen- 
dant une fécondé, cette quantité p eft différente 
pour tous les infians du mouvement. En effet, on 
conçoit aifément que lorfque la force accélératrice 
devient plus petite , la vlteffe qu’elle feroit capable 
d’engendrer dans une fécondé , par fon action ac- 
tuelle répétée également pendant chaque inftant de 
cette fécondé , doit être plus petite , &* vice verfa. 

182. Les deux équations d e = u dt, du=pdt , 
peuvent en fournir une troifième que l’on emploie 
encore avec avantage ; la voici. 

De l’équation de = u d t , on tire d t ■= * 

U ' 

fubftituant cette valeur dans l’équation du = p d t , 
on a, toute réduéllon faite, p d e = u d u. 

1S5. Remarquons, que dans le raifonnement 
par lequel nous fommes parvenus à l’équation 
du—pdt (180), nous avons regardé la vîteffe 
comme croiffante. Si elle alloit en diminuant , il 
faudroit (21), au Heu de du, mettre — du; en 
forte que les deux équations d u = p d t , 8 c 
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pde = udu doivent être écrites ainfi . 
■±du=pdt. Si pde=± U du y le figne fu- 
périeur étant pour le mouvement accéléré ; & le 
ligne inférieur , pour le mouvement retardé. 


I Il y a une quatrième équation qu’on peut 
déduire des deux équations fondamentales , & qu’il 
ne faut pas omettre; la voici. 


L’équation d e 


U d t , donne u 


de . 


donc du = d 


Subftituant cette valeur dans 

\ dt J 


l’équation p dtz=^ du, on apdt = 



Si l’on fuppofe (comme on en eft bien le maître) 
que d t foit confiant , on a p dt = A- — . 

dt ^ 

ou pdt^ = ■+■ ddf. Mais il faut bien fe fou- 
venir que l’équation p di' ■+- dde fuppofe d t 
conftant. Lorfqu’on fait d t variable , on emploie 

l’équation p d i = ± d 


Nous aurons plus ‘d’u-'a occafion d’appliquer 
utilement ces formules. Mais ne perdons pas de 
vue que la quantité p qu’elles renferment , repré- 
fente, pour chaque indant , h vîtelfe que la force 
accélératrice feroit capable de faire naître dans le 
mobile, dans un intervalle de temps connu , comme 
d’une fécondé, fî pendant cette fécondé elle agilToIc 
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comme force accélératrice confiante; en forts que, 
comme cette quantité p mcfure, pour chaque inflant , 
l’effet dont la force accclélatrice eft capable , nous 
lui donnerons , pour abréger, le nom de foret 
accélératrice. 

De t Équilibre entre des forces directement 
oppojees. 

l8j. Nous venons de conGdérer le mouvement 
que doit avoir un corps fournis à l’adlon d’une 
force qui agit fur lui , toujours fuivant une meme 
dircélion. Mais nous n’avons pas encore fait men- 
tion de la manière dont le mouvement pafTe dans 
le mobile. C’efl un objet qu’il n’ed pas moins 
important d’examiner; mais comme les loix de la 
communication du mouvement , dépendent de 
celles de l’équilibre , aind que nous le verrons par 
la fuite, il faut commencer par nous occuper de 
celles-ci. Il n’ell queflion , pour le préfent , que de 
l’équilibre entre des force; direâement oppofées. 

Nous repréfenterons les forces , aind que nous 
l’avons déjà dit , par les effets quelles font capables 
de produire ; c’e(l-à>dire ,-xhacune , par la quantité 
de mouvement d’une raaffe déterminée. Mais pour 
ne point embralTer trop d’objets à-la-fois, nous 
cooddérerons ces maffes comme réduites chacune 
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à un feu! point, auquel, par la penfée,noiis attri. 
huerons la meme quantité de matière qu’au corps 
dont il tiendra lieu. Nous verrons , par la fuite , 
qu’il y a, en effet, dans tous les corps , un point 
par lequel le mouvement fc tranfmet, comme fi 
toute la malle y étoit concentrée. Au furplus 
nous confidérerons les corps ( jufqu’à ce que nous 
avertilfions du contraire ) comme compofés de 
parties abfolument dures & liées les unes aux autres 
de manière à ne pouvoir changer leurs fituations 
refpedives , par l’aâion d’aucune force. 

186. Cela pofé, concevons (/g. 27) deux 
maffes M 8 c m; la première , mue de A vers C 
avec une vîteffe j la fécondé , mue de C vers A , 
avec une viteffe u ; lorfque ces deux maffes vien- 
dront à fe rencontrer, elle fe feront équilibre fi la 
quantité de mouvement de Af eft égale à celle 
de mi c’eft-à-dire ( ij8), fi Af m u. 

En effet , il eft d’abord évident que fi Af eft 
égal à m, & qu’en même temps les deux vîteffes 
V Sc U foient égales, il y aura équilibre j car 
alors la même raifon que l’on donnerait pour 
prouver que M doit l’emporter fur «i, prouveroit 
aufli que m doit l’emporter fur Af , puifque tout 
eft égal de part & d’autre. 

Suppofons préfentement que Af eft doubla 
de m; mais qu’en même temps u eft double 
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de K; que, par exemple, M parcoure un pied 
par fécondé, 8d m deux pieds par fécondé. Il eft 
clair que je puis confidcrer M comme compofé 
de deux malfes égales à m ; & qu’à l’inftant du 
choc je puis me repréfenter le corps m comme 
animé d’une vîtelTe d’im pied par fécondé , à la- 
quelle on ajoute dans le même inftant une autre 
vîtefle d’un pied par fécondé. Alors je puis me 
repréfenter que dans le choc , la malTe m confume 
une de fes vîtefles contre une pareille portion de 
la malTe M; & fon autre vîteflTe contre la portion 
égale & reliante de la malle M. 

Maintenant , fi au lieu de fuppofer les mafîes 
M m, dans le rapport de 2 a i , & au contraire 
leurs vîtelTes dans le rapport de l a 2 , on les fup- 
pofoit dans tout autre rapport, on voit quon 
pourroit toujours fuppofer la plus grande malfe 
décompofée en un certain nombre de malfes égales 
à la plus petite , dont chacune détruit dans la plus 
petite une vîtelTe égale à la fienne , en forte qu on 
peut établir comme général , le principe fuivant. 

Principe fondamental. Deux corps qui 
agijfent l'un fur l'autre , fuivant des lignes direEle- 
tnent oppoféeSy fe font équilibre, lorfque leurs quan- 
tités de mouvement font égales J ce(i-à dire , lorfque 
le produit de la malfe de l’un , par la vîtelfe avec 
laquelle il tend à fe mouvoir , eH égal au produit 

de la 
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de la niaHe de l’autre par la vîteffe avec laquelle 
il tend aufli à fe mouvoir. 

Cette propofiticm a Heu généralement , foît qu’il 
s’agilFe de deux corps qui marchent librement au- 
devant l’un de l’autre , foit qu’il foit queftion de 
deux corps qui fe poulTent à l’aide d’une ligne Mm 
inflexible & fans mafle; foit en£n qu’ils fe tirent 
en fens contraires , à l’aide d’un fil inextenfible Mm^ 
£t réciproquement, (î deux corps fe font équilibre^ 
on doit conclure que leurs mouvemens font direc- 
tement oppofés, & que leurs quantités de mouve- 
ment font égales. 

187. Donc fi trois, ou un plus grand nombre 
de corps M, m, m', &c. {Jîg. 28 ) qui fe meuvent 
ou tendent à fe mouvoir fur une même ligne, avec 
des vûefles F, u, u', fe font équilibre; il faut que 
la fomme des quantités de mouvement de ceux 
qui agllTent dans un fens, foit égale à la fomme 
des quantités de mouvement de ceux qui agiffent 
en fens contraire. 

Car s’ils Ce font équilibre, on pent toujours Gtppofet 
que M 8c m allant du même fens , m détroit une partis 
du mouvement de m', & que détruit l'autre. Or fi 
l'on nomme x la vîtelTe que m' perd par l'aélion de m , 
on aura m'x pour la quantité de mouvement qu’il perd 
par cette même aâion ; on aura donc m u m' x ; le 
corps M n’aura donc plus à détruire dans m' que la quan- 
Mécarùqut. /. Part, P 
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titi de mouremcnt renaiice ; farcir, m' u — m'x ; on aura 
donc M y = m' u' — m' x ; ou â cau(c que m' x=xmUf 
on aura M y s= m' u' —■ m k ; c’eft-à-dire ^ JU y -h 
mu = m' u’ 

Du Mouvement compofé, 

i88. Nous fuppoferons encore que les Ina^^es 
auxquelles feront appliquées les forces dont nous 
allons parler , font concentrées en un point. 

On appelle mouvement compofé ^ celui que prend 
un corps foUicité en même temps par pluCeurs 
forces qui ont telles direâions qu’on voudra. 

Si un corps M mu fuivant la ligne droite AB 
(J%* reçoit, lorfqu’il eft arrivé ou point M 
une impulHon fuivant une ligne MD perpendi- 
culaire à la ligne AB; cette impulfion ne peut pro- 
duire d’autre effet que de l’écarter de la ligne AB; 
elle ne peut ni augmenter ni diminuer la vîtelTe 
qu’il avoit pour s’éloigner de CD perpendiculai- 
rement à cette ligne. 

En efiet , la direftion C D ^tant perpendiculaire \ A B , 
il n’y a ancune raifon pour que la force qui ' agir fuivanc 
Ci?, prodttifi un eScc plutéc i la droite qu’3 la gauche 
de cette ligne ; & eoinme elle ne peut en produire des 
deux câtds à la fois, elle n’en produira donc ni de fun 
ni de l’autre. 

Le railônnemcnt efl le même , fï l'on flippolè que le corps 
M dune mu fuivant CD, Tient à être frappé fuivant 
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MB; cette dernière fprce n'ajomera ni n’âiera rien à 
la vîteffe avec laquelle le çorp» M tendoit â s'éloigner 
de MB. 


i8ÿ. Principe fonùam e n-tal. Si deux 
forces P & Q (fig. 30) dont Us direlfions font 
un angle droit, agijfent- au mime ijtjlant far un 
mobile M-j que la force Q foit telle , que par fon 
^ 8 ion inflantanét fur le mobile , elle puijfe feule lui 
faire parcourir MB dans un temps déterminé comme 
d’une fécondé ; & la force P , telle quelle puiffe feule 
lui faire parcourir M D dans le même temps ; je 
dis que par l'aSion compefét de ces deux forces , le 
mobile M décrira, dans le même temps, la dia-» 
gonale ME du parallélogramme D M B E qui a 
pour côtés ces mimes lignes MB, MD, 


Puifque les deux forces agllTent au même inftanl 
fur le mobile , on peut fuppafer qu’il étoit en mou' 
vement lùr la ligne PD, Sc qu’au moment oü il 
arrive au point M, h force Q perpendiculaire à 
P D , vient agir fur lui ; or félon ce qui vient 
d’être dit ( 18S ) cette force Q ne peut ni augmenter 
ni ralentir la vîteife qu’il avoit pour s’éloigner de 
Q B *, donc ü par le point D on tire D B>-parallèla 
i MB, il faudra qu’au bout d’une fécondé il fe 
trouve fur quelque point de la ligne DE dont tous 
les points font éloignés de QB, d'une quantité’ 
égale k M D, 

Pij 
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' Or le meme râlfonnement que nous falfons pouf 
la force P à 1 egard de la force Q , s’applique mot 
à mot à la force Q par rapport à la force P; 
donc fi par le point B on tire B E parallèle à 
P D , le corps doit , au bout d’une fécondé , fe 
trouver fur quelque point de B E. Mais il n’y a 
que le. point E qui foit tout-à-la-fois fur DE & 
fur B£; donc le mobile, au bout d’une fécondé, 
fera en E. 

II eft d’ailleurs évident (lyo) que quelque route 
que le mobile prenne par l’aéHon infiantanée des 
deux forces, elle doit être une ligne droite; puifque 
dès qu’elles ont agi , le mobile eft abandonné à lui- 
même ; donc puifque cette route doit palTer par 
M & par E, elle doit être ME, c’eft- à-dire , la 
diagonale du parallélogramme D MB E. 

Ajoutons que le mobile décrit ME d’un mou- 
vement uniforme, puifqu’immédiatement après l’ac- 
tion compofee des deux forces , il eft ■ abandonné 
à lui-même, f Ijo). 

150. Puifque les deux forces P & Q agiftant 
conjointement fur le mobile, n’ont d’autre effet 
que de lui faire décrire la diagonale ME; concluons 
donc 1®. qu’à deux forces dont les direâions font 
un angle droit, on peut toujours en fubftituer une 
feule , pourvu que celle-ci puiffe faire parcourir au 
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mobile , la diagonale d’un parallélogramme rec- 
tangle , dont les côtés feroient décrits dans le 
meme temps chacun féparément par l’adion de la 
force dont il eft la direciion. 

La force unique M E qui réfulte de l’aâion des 
deux forces MB, MD, s’appelle la réfultante de 
ces deux forces. 

Comme les lignes MB, MD, repréfentent les 
effets dont les forces Q & P font capables fépa- 
rément, & ME celui dont elles font capables 
conjointement, on peut regarder M. B , MD ,^ME 
comme repréfentant ces forces elles-mêmes. 

2®. On pourra donc aufli confidérer une força 
unique quelconque ME, comme étant le réfultat 
de deux autres forces MB, MD, dont les direc* 
tions feroient entr’elles un angle droit , pourvu que 
celle-là étant repréfentée par la diagonale ME, ces 
deux-ci le foient par les côtés MB, MD d’un 
meme parallélogramme reélangle. On pourra donc 
à la force unique ME, fubflituer les deux forces 
MB & MD; puifqu’en effet ces deux''forces ne 
produiroient que ME. 

. 191. En général , quelque angle que fajfent 
entrellet les direBioni des deux forces P &* Q 
(fig. 31 & 32) qui agijjtnt en ntime temps fur 
un mohdt M j « mobile décrira la diagonale M E 

P ii} 
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du .parallélogramme DMBE, doiu Us côtés mar- 
quent fur Us dirtSions de ces fortes. Us effets dont 
elles font capcsbles féparément \ & il décrira cette 
diagonale, dans U même temps que par l'aSion de 
l'une quelconque de ces deux forces, il eût décrit le 
côté qui reprifente cette 'dernière force, 

£a effet, concevons que par le point M, on 
mène FJlf H perpendiculaire à la diagonale Af£; 
& que par les points D Sc B on mène les lignes 
DF, B H parallèles, & les lignes DG, B I per* 
pendiculaires à cette même diagonale. Au lieu de 
la force P repréfentée par MD diagonale du 
parallélogramme reâanglc FMGD, on peut 
(190) prendre les deux forces MF Sc M G. 
Par la même raifon , on peut, au lieu de la force Q 
repréfentée par la diagonale MBàn parallélogramme 
reiflangle MHBI, prendre les deux forces MH 
^ M I, On peut donc , aux deux forces P 8 t Q, 
fubftituer les quatre forces MF, MG, MH, MI; 
^ çelles-ci ne peuvent manquer d’avoir la même 
réfultante que ces deux-là. Or de ces quatre forces , 
ies deux MH, MF, ne contribuent en rien à la 
réfultante , parce qu’elles agiffent fuivant des direc- 
tions oppofées , & qu’elles font égales. En effet , 
)1 efl: aifé de voir que les deux triangles DGM-» 
F JB font égaux , par la nature du parallélogramme > 
éQHÇ DQ=^BI; donc aqffi MFç= M H, 
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- Quant aux deux forces MI, MG, comme 
elles font dirigées fuivant une même ligne , TefiTet 
qui en réfulte , doit être la fomme des deux effets 
MG, MI (fig. 31), parce que ces forces giflent 
dans le même fens ; & doit être leur différence 
(Jïg. 32), parce quelles agiflent en fens contraires. 
Mais puifque le triangle £I£ eft égal au triangle 
D G Mi on a (Jîg’ 31) M I -q— M G = M I 
El = ME’, Sc (jîg. 32) MI — MG =■ 
MI — El = ME-, donc les quatre forces 
MF, MH, MG, MI, & par conféquent les 
deux forces MD, MB, n’ont d’autre effet que 
la force ME repréfentée par la diagonale du pa- 
rallélogramme DMBE, dont les deux côtés 
MB , MD repréfentent les deux forces Q Sc P. 

ip2. Nous avons, dans ce qui précède, repré- 
fcnté les deux forces P & Q {fg. 30 , 3 1 & 3 2 ) 
par les lignes MD, Af B qu’elles feroient capables 
de faire décrire dans un même temps, au mobile M, 
c’eft-à-dire, par les vîteffes qu’elles peuvent lui com» 
muniquer , quoique , félon ce que nous avons dit 
( lyS) la mefure véritable des forces, doit être la - 
quantité de mouvement qu’elles font capables de 
produire. Mais comme les quantités de mouvement 
(IJS) font dans le rapport des vîteffes, quand la 
maffe eft la même , ainfi que dans le cas préfent ; 
on peut toujours prendre > comme nous 1 avons 

P iv 
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Tait, les vîtefles MD, MB, pour repréfentcr ceJ 
deux forces. > 

Mais n au lieu d’avoir immédiatement les vîtelTes 
-que les deux forces P & Q peuvent engendrer 
dans le mobile M, on avoir les quantités de mou- 
vement qu’elles peuvent produire dans des malTcs 
connues, alors on prendroit MD & MB, dans 
le rapport de ces quantités de mouvement. Par 
exemple , fi je ne connoilfois les forces P & Q , 
qns par ce caractère ; que la force P e(l capable 
d’engendrer une vîtelfe connue u , dans une malTe 
connue m ; & que la force Q eft capble d’en- 
gendrer une vîtefie connue u', dans une maflTe 
‘connue m' ; alors je prendrois MD : MB \ : mu 
im' u'. Car, félon ce que nous venons de voir, 
"il faut prendre MD i MB dans le rapport des 
’vîteffes que ces deux forces peuvent imprimer au 
mobile Af j or la première étant capable d’engendrer 
la quantité de mouvement m u , eft capable de 

donner au mobile M la vîte(Te_ZLÜ_ (ij8) ; par 

M 

la meme raifon, la fécondé, ou la force Q eft 

capable de donner au mobile Af, la vîtefte JÎLJi . 
r . yt/ '• 

il faudroit donc prendre MD :MB : : . 

/a ‘ ju ' 

mais niu : m'u' : donc , il faut en 

Al JI 

ç{fet , faire MD: MB dans le raport des quaq- 
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îîtés de mouvement quî mefurent les forces P & Q. 

Cétte réflexion efl utile pour comparer les effets 
de différentes forces appliquées à différons mobiles, 

La propofition générale que nous venons de 
démontrer (ipi),eft d’une très-grande utilité; 
prefque tout ce que nous dirons par la fuite, n’en 
fera qu’une application. 

ip3. On voit donc qu’il efl abfolument indifférent 
de regarder un corps comme follicité par l’aâioa 
combinée des deux forces MB, MD (/zg. jiGr 32) , 
qui font cntr’elles tel angle qu’on voudra, ou de le re- 
garder comme follicité par l’adion unique de la force 
rcpréfentée par la diagonale M E. 

Et réciproquement , il revient abfolument au 
même , de confidérer un corps comme follicité par 
une force unique M£,ou de le confidérer comme 
follicité en même temps par deux forces qui feroient 
repréfentees par les côtés d’un parallélogramme, 
dont celle-là feroit la diagonale. Par exemple , qu’un 
corps parvienne de M en E , par un mouvement 
uniforme , en une fécondé de temps ; ou bien qu’il 
fe meuve fur la ligne MB , de manière à la par- 
courir dans une féconde de temps , & qu’en même 
temps cette ligne foit tranfportée parallèlement 4 
elle-même le long de M D , & qu’elle parcoure 
' Tlf D aufli dans une fécondé , le corps dans ce 
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fécond mouvement fe trouvera également ne décrire 
autre chofe que la ligne ME. 

ip^. Les deux forces MB, MD fe rencon- 
trant au point M , font nécelTalrement dans un 
même' plan {Géom. 177). Puis donc qu’elles ont 
pour réfultante la diagonale ME, qui e(l dans le 
plan du parallélogramme J on peut dire générale- 
ment , que dtux forces qui fe rencontrent , font tou- ^ 

jours dans un même plan avec leur réfultante. 

De la Compofition 6‘ de la Décompojaion 
des Forces, 

ipp. Non-feulement on peut, par le principe 
que nous venons d’expofer, réduire à une feule , 
deux forces qui concourent, & décompofer une 
force en deux antres ; mais on peut , en général , . 
réduire à une feule force , tant d’autres forces que 
l’on voudra , lorfqu’elles font dans un même plan , 
ou lorfqu’elles fe rencontrent toutes en un même 
point. Et réciproquement, on peut décompofer 
une ou pIuHeurs forces, en tel autre nombre de 
forces que l’on voudra. 

ip6. Mais avant de faire voir comment on y 
parvient , il faut obferver que lorfqu’une force P , 

(Jîg. 33 } agit fur un corps , fait pour le poulTer» 
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foît pour le tirer , il importe peu à quel point de 
la direâion de cette force , on fuppofe que foo 
afiion foit appliquée. 

Par exemple , c’eft la même chofe , que la force P tire le 
corps C par le point P i l’aide il'une verge inflexible & Tant 
manê, ou d’une fil inextenfible & fans maflë; c’eft la mÿine 
fhofe , dis-je , qu’elle le tire pat le point P ou qu'elle 
le tire pat le point A, ou pat le point 6 , ou par le 
point C, ou qu’elle le poulTe par tout autre point D lid avec 
^ce corps. Taut que font a£iion s’exercera fuivant la même 
direction , elle aura toujours le même cftèt. La diftance ne 
peut influer qu’autant que l’aAion de la puiflânce fe tranrmettroit 
d l'aide de quelque inftrument , comme lêvier on corde , dont 
la malTe partageroit l’aâion de la puilTance; ce que nous 
rucluons ici. 

Ainfi , C deux forces P 8c Q (fg. 5^) dirigées 
dans un même plan, fuivant les lignes ^Q, BP, 
tirent ou pouffent un corps par les deux points 
A ëc B ; ce corps n’eft pas autrement follicité qu’il 
le feroit , (i les deux forces le tiroient toutes deux 
par leur point de concours J, en reliant toujours 
dirigées de la meme manière. 

Cela pofé, venons à la compolîtion & à la 
dccompoCnon des forces, 

1517. Suppofons quatre forces P, Q, P, S 
(fîg. 5;) dirigées fuivant les lignes OP, AQ, 
ii R t TS, toutes dans un même plan, frolongeons 
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d’abord , par la pcnfée , la direftlon PO, jufqu’i 
ce qu’elle rencontre WQ, au pointé; & fuppofant 
que AD, A E font les efpaces que les deux forces 
P & Q pourroient refpei5Hvement faire décrire à 
un meme mobile, dans un temps déterminé, 
comme d’une fécondé; G l’on forme le parallélo- 
gramme AEID, la diagonale AI repréfentera 
(ipi) l’effort réfultant des deux forces P ôc Q, 
& pourra par conféquent tenir lieu de ces deux 
forces. 

Concevons maintenant que A I prolongée ren- 
contre en B la direâion SR de la force R; & 
ayant pris B M égale ï A I, (i l’on prend B F 
pour l’cfpace que la force R eft capable de faire 
décrire en une fécondé, au meme mobile que ci- 
deffus; alors fuppofant la force /^/appJiquée en R; 
puifque cette farce eft repréfentée par B M=s AI, 
de fon concours d’aâion avec la force R , il réful- 
tera une force unique repréfentée par la diagonale 
B G du parallélogramme B MG F, cette force 
tiendra donc lieu de la force R & de la force A I\ 
c’eft-à-dire , tiendra lieu des trois forces R , Q & P. 

Enfn concevons que B G prolongée rencontre 
en C, la direéHon TS de la force S; & faifons 
C K ==: B G S fuppofons que C H repréfente 
l’efpace que la force S peut faire décrire dans une 
fécondé, au même mobile que ci-deftiisj alors 
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concevant la force B G, appliquée en C fulvant 
CG, ôc repréfentée par C A' ; du concours de cette 
force avec la force J, il réfultera un effort unique 
repréfentc par la diagonale CN du parallélogramme 
CHNK. Cette force tiendra donc lieu de la force S 
& de la force CK ou B G; elle tiendra donc lieu 
des quatre forces f,Q,R,S; elle eft donc la 
réfultante de ces quatre forces. 

On voit donc par-là, qu’on peut toujours, & 
comment on peut réduire à une feule force, tant 
de forces que l’on voudra , lorfqu’elles font dirigées 
dans un meme plan. 

' Ip8. Cet exemple fait voir en même tems, 
comment on peut, à une feule force , en fubftitucr 
tant d’autres que l’on voudra, & quelles conditions 
ces autres doivent avoir. 

. Par exemple (fig. 35 )aulieu<lela force unique fi C, on peut ,en 
formant un parallélogramme quelconque B F GM, dont B G 
foit la diagonale , prendre deux forces reptéfemées par B F 8c 
BAI. Et comme on peut fuppofer chacune de ces deux forces 
appliquées à tel point de leur direélion que l’on voudra , on peut 
tranfporter B M m Ali* point A étant à telle diAance qu’on 
voudra de B, & former fur il i un autre parallélogramme quelcon- 
que AEID\ alors on peut fubAiner i la force AI, deux 
forces repréfentées par A E 8c AD •, enibrte qu’i la force 
unique BC, on aura fubAitué les trois forces B F, AEj 
A D qui produiront le mime effet que celle-li. 


2j8 C O ü R ^ 

ipp. Remarquons que puifqu’il ny a dautftf 
condition pour déterminer les forces AD, AE, 
fïnon qu’elles foient exprimées par les côtés A D, 
AE du parallélogramme A DIE, dont AI feroit 
la diagonale , ce qui peut avoir lieu d’iino infinité 
de manières , foit que le parallélogramme A DIE 
foit dans le plan du parallélogramme MCr, ou 
qu’il foit dans tout autre plan. ; 09 peut dccompofec 
une force quelconque B G, en tant d’autres qu’on 
voudra , & qui foient dans tels plans qu’on voudra. 

Nous verrons par la fuite l’ufage, de ces com- 
pofitions & décompofitions de forces. 

200. On voit, par l’exemple de décompofition 
que nous venons de donner , qu’on peut alTujettir , 
fi on le veut , quelques-unes des forces à pafler par 
certains points donnés , & même à être d’une gran- 
deur déterminée : à être parallèles à certaines lignes 
données ,* en un mot, à fatisfaire à certaines con- 
ditions données. 

Par eiemple, ù l’on «voit nos (brce repréfêotée par la 
Bgtie AB (flg. '^6 ) , & qu’on voulili fubtiituer i ce:(c 
force , <kux amtes , dont l’une pafsAi par un point donné O, 
fît ptralléie d une ligne donnée de polition ST, & fût 
en mène- temps d'une certaine gtapdeur SK} c’eft-i-dire , 
telle qn'ellc pftc fiüre décrire S K i un mobile , dans la 
péme tcinp» que le feioe reprélèotée pat AB, foroit dé- 
crire au même naobile la ligna AM i scies comincoc on. 
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fatisferoit â cette queftion , d'après les principes pté- 
cédens. 

Par le point O, on mèneroit O f'’ parallèle i S Tf 
ii qui rencontreroit A B en quelque point y , On pren- 
droit y R = S K , & yQ — B alors menant 
on lui mèneroit par le point la parallèle yH^ que 
l’on tetmineroit en H, par la ligne Ç // parallèle k y R\ 
y R feroit la force demandée , & y H feroit celle qui , 
conjointement avec y Ry tiendroit lieu de ou de AB, 

La folution que noos donnons , ne celle d’avoir lieu que 
lorfque la ligne J T eft parallèle i AB’, mais on verra dans 
peu ce qu’il y a i foire dans ce cas. 

201, Remarquons que pulCque les deux forces 
compofantes P & Q {jig. 31 & 32) étant repre- 
fentées par les deux côtés MD y MB du parai- 
lélogramme DMBE, leur réfultante doit nécef- 
fairement être repréfentée par la diagonale Af £ du 
même parallélogramme, on a , en nommant R 
cette réfultante, P : R : : MD : ME , Sc 
Q : R : : MB : ME , c’eft-à-dire , P : Q : R 
: : M D : M B : ME , ou ( à caufe que MD 
=E B E) B E : MB : ME, Or dans 1 * 
triangle MBE y on a {^Géom. 303) BEiMB 
i ME :: Cia B ME’.Cin. BEM ; Gn.MBEi 
ou sL caufe des parallèles B E Sc MD donneat 
l’angle BEM=bDME, & l’angle MBE fup« 
plément de B MD par conféquent C Géonuuj^} 
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fin. MBE = fin. MBD, on i B E : MB 
: ME:: fin. B M E : fin. D M E : fin. B M D j 
donc P : Q : Æ : : fin. B M E fin. D M E 
: fin. B MD-, où l’on voit que fi l’on fuppofe la 
force P exprimée par fin. BME , h force Q le 
fera par fin. D ME; la force R. le fera par 
fin. B MD ; c’eft à-dire, que deur forces compo~ 
fantes &■ leur réfultante , peuvent toujours itre re* 
préfentées chacune , par le Jinus de l'angle compris 
entre les direSlions des deux autres. 

AInfi on peut employer indifféremment pour 
repréfenter les forces, ou des lignes prifes fur leurs 
dircdions, ou les finus des angles compris entre 
leurs diredîons, pourvu qu’on prenne pour chacune 
le finus de l’angle compris entre les direétions des 
deux autres. 

Cette dernière manière d’exprimer les forces , 
a auffi fes avantages particuliers , comme nous le 
verrons par la fuite. 

202. Si du point M comme centfe { fig. 37 
Cr 38), & d’un rayon quelconque ME', on 
décrit l’arc de cercle HE' G qui rencontifc en G 
& H les diredions prolongées des forces P & Q ; 
& que du point E' ofi mène E' F, E' I , perpen- 
diculaires fur AID, MB-, & du point H, HL 
perpendiculaire fur MD. Il eft facile de voir que 

E'F, 
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KF', K'/, HL, font refpetEivement les Gnus des 
angles DME, B ME, Hc B MD-, on a donc 
P : Q : R : : E'I : E'L : HL. 

205. Concevons maintenant que les directions 
des deux forces P &: Q (fg. 39 & 40^, pailant 
confiammcnt par deux points fixes K N , leur 
point de concours M s’éloigne de plus en plus ; il 
eft vifible que les finus des angles B ME , DME 
& B A/ D diminueront de plus en plus*; que par 
conféqucnt ils approcheront, de plus en plus, de 
fe confondre avec les arcs E'H , E'G , G f/; donc 
fi le point Al s’éloigne à l’infini , K'F , £'/ Sc HL 
fe trouvent tous appliques fur l’arc G H qui devient 
une ligne droite perpendiculaire aux deux lignes 
MK &c AIN, qui pour lors font parallèles entre 
elles & à la ligne Af£; & puifqu’on a toujours 
P : Q : R : : E' I : E' F : H L ; HL devenant 
alors égale à £' I E' F {fig. 39 ) Sc = E' I 
- — E' F ( fig. 40 ) , il s’enfuit que lorfque deux 
forcet P Gr Q ( fig. 4* ^ 4 ^ ) ont des direHions 
parallèles , 1° leur réfuUantt leur efi parallèle. 

3®. Que fi on tire une ligne F I perpendiculaire à 
ces direBions , chacune de ces forces efi reprefentée 
par la partie de cette perpendiculaire , comprife entre 

♦llfautferappcllcr(G*m. 179 ) I le m;me que celui de fon 
que le finus d’un angle obtus , ell | ment. 

Mécanique. I. Part, Q 
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la direElions des deux autres. 3“. La rèfuUante 
ejl égale à la fomme des deux cowpofanies, lorfque 
celles ci agirent dans un même fens ; & égale à 
leur dijférence t'iorfqu' elles agijfent en fens contraires. 

204. Puifque l’on a ijîg. 41 &• 42 ) P : Q 
: R i : El : FE : FI on a donc P : Q : : El 
: FE Ôc P : R : : E I : F I, c’eft - à - diré , que 
des deux compofantes parallèles , G* leur réfultante , 
deux quelconques font toujours entr elles réciproque^ 
TTKnt comme les deux perpendiculaires menées fur 
leur direclion , d'un même point pris fur la direéUon 
de la troifème, 

2oy. Si l’oi tire arbitrairement îa ligne ABC, 
on aura (Géom, 102) BC:AB:AC:zEI 
; PE : fl. On aura donc aufli P : Q : R 
; : BC : AB : AC; c’eft-à-dire qu’en général , 
fl l'on coupe les direSions de deux forces parallèles , 
6- de leur réfultante, par une ligne droite menée 
comme on le voudra, chacune de ces forces peut 
toujours être repréfentée par la partie de cette droite, 
comprife entre les direElions des deux autres, 

2c6, De - là il eft aifé de conclure comment 
on doit s’y prendre pour trouver la réfultante de 
plufieurs forces parallèles j & réciproquement, pour 
l'ubftituer à une force quelconque tant d’autres 
forces parallèles que l’on voudra. 
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' Par exemple , s'agic-il de réduire à une feule , les deux 
forces t !c Q (fig. 4t ) qui agilTcn: dans le même fcns î 
Je mène la ligne quelconque ABC; la réfulrame R doit 
être égale i P .+• Q (loj) ; il ne s’agit donc que de trou- 
ver le point B, par od elle doit palfer. Or (xos) on a 

P X R-.i BC-.AC; e’eft-i-Jire P : P Q ■. x B C : A C ; 

il faudra donc prendre entre les deux points A te C y ua point 


B tel que l’on ait BC — ^ ^ ^ 

Si les- detix forces agilTenc en fens contraires (fig. 4s )• 
la réfultante (en égale à leur différence (103), c'cfl-à-dire , 
fera P — Q ,oa Q ~ /'.Suppofons P plus grand que Ayant 
tiré arbitrairement la ligne A C, il faudra la prolonger au- 
deli de A par rapport à C d'une quantité A B , telle que 
l’on ait P X RxtBC: AC(iof) , oa P x P — QxxBCx ACf 

clefl-d-dire , qu’il £iudra prendre B C = , 

Si Q étoit plus grand que P , le point B feroit fut le pto< 
longemeot it A C y au-deli de C par rapport â A. 


xoj. Si l’on avoit une troilième force K (fig. 43); alors 
après aroit trouvé la réfultante R des deux forces P 8 c Q y 
on cherchcroit la réfultante S des deux forces R 3 c K , comme 
s’il n’y avoit eu que ces deux-ci ; c’eft à-dire , préciféracnt comme 
' ou vient de l’enfeigner dans l’article piécédenc. 


208. Donc réciproquement , H l’on voulotc 
décompofer une force quelconque B, en deux 
autres qui lui fulTent parallèles (fig. 41 & 42}. 

On preodroit arbitrairement une ligne B F parallèle à la 
direâion de la force R; 8 c ayant pris cette ligne pour la direc- 
tion de l’une des compofàmes, on prendra arbitrairement pour 

<2ÿ 
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la vaîîur de c;r:e eompofante, une quantité qupicnnque P pkis 
petite que /[ , (î l’on veut que les deux conipofanics agillent 
de pare & d’autre de la force R ; alors la fcconde eompofante, 
que j’appelle (> , doit être égale à R — P ; ic pour avoir 
là polîtion , il ne s’agit plus que de mener la ligne quelcon- 
que C B A , & de prendre fur le prolongement Ae A B , la 
partie BC telle que l’on, ait Q:P::AB: CB; Ci par 
le point C on mène ÇC' parallèle à R B , ce fera la direc- 
tion de la force Q. . 

Mais Cl l’on veut que les deux compofantes foient d’un même 
côté , auquel cas elles doivent agir en fens contraires ; alors 
on peut prendre pour P, une quantité quelconque, plus petite 
ou plus grande que R, Si ayant pris une ligne PF (fig. 
parallèle À R B , pour la dircélion df /^ , on prendra fur la 
ligne quelconque BAC, le point C de manière que l’on ait 
P — R oa R — P : R Z : A B : A C ; \e point Ç fera 
celui par où doit palTer la force Q parallèle à la force donnée 
R ; Si ce point C fera au-delà de A par rapport à B , Ci 
P eli plus grand que R ; au contraire lî ell plus petit que 
R , i\ fera entre A Si B. 


toj. Ce que nous dilbns ici de la force R , i l’égard de 
fes compofantes P Si Ç , pouvant évidemment .s’appliquer à 
chacune de ces deux-ci , on voit donc comment on peut fub- 
lütuer à une force quelconque , tant d’autres fetcci. que l’on 
voudra , dont les dircélions foient parallèles. 
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Des Momens , & de leur ujcge pour la corn- 
pofition & la décompofition des Forces. 

210. Ce que nous venons de dire fuffit pour 
compofcr & dccompofcr les forces , quelques di- 
reftions & quelques valeurs qu’elles aient, au moins 
quand elles agilfent dans un meme plan. Mais les 
dilTcrcntcs fortes de mouvemens que nous aurons 
à confidérer, exigent des moyens plus fimples & 
plus expéditifs pour déterminer la réfultante des 
forces , & fa direction ; nous allons nous en oc- 
cuper actuellement. 

21 1. Si d'un point quelconque F ( fi g. 44 & 4^ ) 
pris dans le plan d'un parallélogramme quelconque 
A B C D , on mène Us lignes EF, F H , F G » 
perpendiculaires fur les côtés contigus AB, AD 
Gr la diagonale AC; la fomme des produits de 
chaque perpendiculaire , par le côté fur lequel elle 
tombe , fera é:>ale au produit de la diagonale par 
la perpendiculaire qui tombe fur elle , lorfque le 
point F ( fig. 44 ) ne fera ni dans l'angle B A D , 
tii dans Jon oppofé au fommet. Au contraire (fig. 4^ ) 
Ji le point F ejï dans l’angle B A D , ou dans fen 
oppofé au fommet , ce fera la différence des produits 
de chaque perpendiculaire , par le côté fur lequel 
file tombe , qui fera égale au produit de la dia-. 

.Q i'j 
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gonale par la perpendiculaire qui tombe fur cette 
diagonale. 

Prolongeons le côté BC, jufqu’à ce qu’il ren- 
contre en I la perpendiculaire FH ; menons les 
lignes FAf F B, FC, F D. Le triangle FAC 
( fi'nire 44) eü = F AB ABC -H 
FBC = F A B H- ADC ^ F B C. Or, 

r le triangle FAC = a». Le 

triangle FA B = 3®. Le triangle 

A D C ayant A D pour bafe , & JH pour hauteur , 
eft Le triangle FB C ■= 

ACy FI __ AVyFI _ FG _ ABxFE . 

X 1 ’ X X 

ADxlH ADxFI , p - „„ 

■ h ; or JH H- FI s= FH} 

X X 

donc, & en doublant tout, on z AC x FG 
ABxFE-{-ADx F H. 

Dans la fig. 47 , le triangle C = ABC — • 

FAB ^ FBC = ADC — FAB — FBC; 

, n , J. ACyFG ADxlH ABxFE 

c elt a dire , = — 

XXX 

ou (en faifant attention que BC=> AD, 

2 

& que IH — FI = FH,&c en doublant tout) 
ona^Cx FG = AD X F H — A B x FE, 1 

512. Puifque nous avons démontré çi-deflus , 


S 


11 
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que deux forces quelconques , & leur réfultante » 
peuvent être repréfentées par les côtés & la diago- 
nale d*un parallélogramme formé fur leurs direâions , 
concluons donc que fi P & Q [fig. 44 G* 4 j ) 
font deux forces repréfentées par les lignes AB , 
AD , auquel cas leur réfultante R fera repréfentée 
par A Cj concluons , dis- je, que fi l’on prend hors 
de l’angle B AD & de fon oppofé au fommet, un 
point quelconque F, dans le plan de ces trois 
forces , on aura toujours Rx FG = Q X FH-f- 
P X FE ; & que lorfque le point F fera pris dans 
l’angle BAD ou dans fon oppofé au fommet, on 
aura toujours R x FG = Q x F H — P x FE. 

215. Le produit d’une force par la difiance de 
fa direâion à un point fixe , efi ce qu’on appelle 
le moment de cette force. Ainfi Q x FH, eft le 
moment de la force Q; R x FG, eft le moment 
de la force R. 

214. Comme les forces s’eftiment (ij8) par 
la quantité de mouvement, c’eft-à-dirc , par le pro- 
duit d’une mafle déterminée, multipliée par lavîtefle 
qu’elles font capables de communiquer à cette malTe, 
le moment d’une force quelconque , a donc pour 
valeur le produit d’une malTe par fa vîtefTe,&: par 
la diflance de fâ direélion à un point fixe. 

215. Si on conçoit que les perpendiculaires 

Q iv 
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F H, FGy FE , füient des lignes inflexibles Si 
fans mafles , lie'es entr’elles & fixées au point F, 
de manière à ne pouvoir que tourner autour de ce 
point; & que les forces P, Q & leur réfultanteP, 
foicnt appliquées aux extrémités E , H , G ; on voit 
que ( fig. 44) ces trois forces tendent toutes à faire 
tourner le fyflcme dans un même fens autour du 
point F ; Sc ( fig, 45" ) les deux forces Q 8c it 
tendent- à faire tourner le fyftème dans un fens 
difTorent de celui fclon lequel la force P tend à 
le faire tourner. 

On peut donc dire que le moment de la reful- 
tarac , pris par rapport à un point fixe quelconque F , 
efi toujours égal à la fomme ou à la dijjerence des 
momens des deux compofantes , félon que celles-ci 
tendent à faire tourner dans un mime fins , ou dans 
des fins oppofes , autour de ce point fixe. 

2 J 6. De-là on peut conclure en général , que 
quelque nombre de forces P, Q, S, T, Qrc, 
^ fig. 45 ) que Von ait ; quelques grandeurs , &* 
quelques direSlions quelles aient, pourvu quelles 
foient toutes dans un meme plan ; le moment de la 
réfultante de toutes ces forces, pris par rapport à 
tel point F qu’on voudra, pris dans ce plan , fera 
toujours égal à la fomme des momens des forces 
tîui tendent à faire tourner dans un fens auteur dq 
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ce point, moins la femme des momens de celles qui 
tendent à faire tourner en fins contraire. 

En cfTet , fi Ton fuppofe que r foit la rcfultante 
des deux forces P &: Q , diri;;ces fulvant A P ^ 
E Q; r' celle de r & de S qui agit fuivant GS ; 
Se. enfin R celle de r' Se de T, qui agit fuivant 
DT; que l’on fiippofe de plus, que m foit le mo- 
ment de r ; nd celui de r\ Alors en abaiffant les 
perpendiculaires FA, FE, FC,FD, FB, furies 
compofantes P, Q,S,T Se leur rcfultantc B ; on 
aura i° m = P x A F -i- Q x EF. u°. m' =s 
'm — S X FC. s''. R X FB = m' —f Tx FD ; 
donc ajoutant ces trois équations, & detruifant les 
quantités fcmblables qui fe trouveront dans chaque 
menibre , on aura R x FIS = l\x A F -A- Q_ 
X E F — S X FG — - T X FD j où l’on voit que 
les momens des deux forces f Se S qui tenden; à 
f.ire tourner de droite à gauche , font , en effet , 
de fîgne contraire à ceux dis forces P & Q , qui 
tendent à faire tourner de gauche à droite. 

217'. Si le peint F ctoit fur la direction même 
de la rcfultante, le moment de cetre force feroit 
alors zéro; donc puifqu’il ell égal à la fomme des 
momens des forces qui tendent à faire tourner dans 
un fens , moiiis la fomme de celles qui tendent à 
taire tourner en fens contraire, il faut en conclure 
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que la différence de ces deux fommes de momens 
pris par rapport à un point quelconque de la réful- 
tante , eft zéro. 

Et réciproquement , Ji la femme des momens de 
plufieurs forces qui tendent à faire tourner autour 
d'un point , moins la fomme des momens de celles 
qui tendent â faire tourner en fens contraire autour 
de ce même point , efl ^cro ,• il faut en conclure que 
la réfultante pajfe par ce point. 

218. Puifque ces propofitions font généralement 
vraies , quelques angles que forment entr’elles les 
direélions tics forces, elles le font donc auflî, lorf- 
que les forces forment entr’elles des angles infini- 
ment petits, ou, ce qui revient au meme, lorfque 
les direélionsades forces font parallèles entr’elles. 

2ip. De là il eff aifé de déduire une méthode 
fort fimple pour avoir la pofition & la grandeur 
de la réfultante de tant de forces que l’on voudra , 
lorfqu’elles agiffent toutes dans un même plan. 

Suppofons d’abord qu’elles font toutes parallèles 
cntr’cücs ; & pour ne point compliquer inutilement 
cette recherche , fuppofons qu’il n’y ait que trois 
forces , il fera facile d’en conclure ce qu’on doit 
faire pour un plus grand nombre. 

Soient donc trois forces connues P, Q, S 
(fS- 47 ) » premières agiffent fuivant 
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A P, Bq, & la dernière agit fuivant CS. Ayant 
tiré arbitrairement une ligne quelconque FA B C, 
perpendiculaire aux direélions AP, BQ, &c. on 
imaginera que le point D eft celui par où doit 
paflTer la réfultante R. Alors ayant pris arbitraire- 
ment un point F fur FABC, on aura, fuivant 
ce qui précède , P X AF -f- Q x B F — 
S X CF = R X D F ; or les diftances AF, 
FB, FC & les forces P, Q, S étant connues, 
il feroit très* facile de tirer de cette équation la 
valeur de la diftance DF à laquelle palTe la réful- 
tante, fl la valeur de cette réfultante R étoit connue. 
Voyons donc quelle eft la valeur de cette réful- 
tante. 

Prenons un autre point F' fur le prolongement 

de AF; le même principe nous donnera 

Px.4F-t-Qx£P — S X CF = Rx DF'. 
Or fi de cette fécondé équation , on retranche la 
première , & qu’on falTe attention que A F' — 
AF = FF, B F — BF FF, CF — 
CF = FF, DF — DF = FF',* on aura 
P X FF' -t- Q X FF' — S X FF' il X FF'; 
c’ell - à - dire , en divifant tout par FF', P -f- 

Q — S = R. 

Mais fi l’on fait attention au raifonnement que 
nous venons de faire, il eft facile de voir qu’il ne 
dépend nullement du nombre des forces; mais 
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qu’il eft appliquable quel que foît le nombre de ces 
forces. On doit conclure en général , que la réful- 
tante de tant de forces parallèles que l'on voudra , 
eft égale à la fomme de celles qui agijfent dans un 
fcns , moins la fomme de celles qui agijfent dans un 
fcns contraire. 


Si dans l’équation P X AF Q x B F — 

S X CF — R X D F , trouvée d’abord, on 

met pour R fa valeur P Q — S , que nous 

vcnorts de trouver , on aura P x A F -+- Q x 

BF— SxCF^(P-'r-Q — S) X D Fi 

1 , X . J-, r. X AF -h O X DF — Sx CF 

0 ou on tire Ut— > * 

P ^Q-S > 


d’où , & ayant égard à ce que le railonnement pat 
lequel nous parvenons à ce réfultat, ne dépend pas 
du nombre des forces, on conclura généralement , que 
Pour fai'oir â quelle dijîance d'un point donné, 
p-ffe la réfultante de plufuurs forces parallèles ; il 
faut , de la fomme des moment des forces qui tendent 
à faire tourner dans un fens , retrancher la fomme des 
moment des forces qui tendent à faire tourner dans 
un fens oppofi , Zf divifer le rcjïe par la fomme des 
forces qui agi fait dans un fens , moins la fomme de 
celles qui agijjent en fens contraire 


* il ne Tint pas conroiulrc les 
forces <)ui agilTcin (tjin des feus 
fcpnofis, avec celles qui tcadcni 


à fiire tourner dans des fens op.- 
po:és. Deux forces tjui aglCrcns 
dius des feus oppoféi , tendent 
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220. Si le point F, que l’on a pris d’abord 
arbitrairement . fc trouvoit avoir été pris fur le 
point D meme, par lequel palFe la force réfultante; 

alors la diflance D F étant zéro, fa valeur 

PxAF+QxDF-SyCF -, ■ -PyAD+Qy.BDSxCD 

P-l-Ç-i’ ‘ F-t-Q—S 

(parce que la force P tend à faire tourner autour 
du point D en fens contraire de la force Q) feroit 
zéro ; on auroit donc — P ^ ^ D -4- Q >i 
BD — S X CD = o; & comme le point F 
que l’on avoit pris d’abord arbitrairement, pouvoir 
être plus haut ou plus bas, félon qu’on auroit voulu, 
enforte que le point D n’eft pas cenfé être plutôt 
fur lin point de la direélion de la réfultante R, 
que fur tout autre point de la même direction , il 
s’enfuit généralement que 


Lis motvens de plufu 
par rapport à un point 
de la réfultante , font tels 
des forces qui tendent à j 
ejl toujdurs .égale à h 

fouvent à faire lourner dans le 
siême fens; cela dépend du poinr 
fclacivement auquel on conlîdère 
la rotation ou les monicns* Par 
exemple , les deux forces Q Sc S 
(fis* agilTenc en fens oppo- 
fes ; mais elles cendent coures deux 


srs forces parallèles pris 
quelconque de la dîreélian 
que la fotnme des momens 
ire tourner dans un fens, 
fomine des momens dt 

d faire rourner la ligne BC dans 
un meme fens , autour d*un point 
pris entte B & C; 5c lî on con- 
(îdere la rotation , par rapport au 
point F, la force Q tend d faire 
tourner CF, en fem contraire de 
ce que tend d faire la force 
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cellts qui tendent à faire tourner en fens contraire, 

221. Donc , en prenant avec des Hgnes 
contraires les momens des forces qui tendent à 
faire tourner dans des fens oppofés p & prenant 
audi , avec des lignes contraires , les forces qui 
agident dans des fens oppofés, on peut dire géné- 
ralement , 

1°. La réfultante de tant de forets parallèles que 
l'on voudra, e(l toujours égale à la fomme de toutes 
ces forces. 2®. Cerre réfultante , qui leur ejî parallèle , 
pajfe par une fuite de points dont chacun a cette pro- 
priété , que la fomme des momens par rapport à ce 
point , ejl ^éro. 

Nous ferons le plus grand ufage de ces prin« 
cipes, & nous verrons dans peu, avec quelle faci- 
lité on en déduit la podtion du centre de gravité 
des corps. PalTons aux forces dont les direâions 
^nt des angles entr’elles. 

222. Soient donc (jîg. 48 ) tant de forces 

P » Q > ^ 8^^ 1 ’°'' voudra , toutes dirigées 

dans un même plan. Que la force P agidanc 
fuivant AP, foit repréfentée par AB; la force Q, 
agidant fuivant EQ, foit repréfentée par EG; la 
force S, agidant fuivant IS, foit repréfentée par 
IL. Par un point T pris arbitrairement dans le 
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plan de ces forces , concevons deux droites Indé- 
finies TE', T E'' faifant entre elles un angle 
quelconque ( que pour plus de fimplicité nous 
fuppoferons droit); & concevons les forces P,Q,S, 
ou AB, EG, IL, décompofées , chacune, en 
deux autres , dont l’une foit parallèle à la ligne 
TE', &c l’autre parallèle à la ligne TE" , 8c qui 
par conféquent C*P3) doivent être repréfentées , 
chacune , par le côté correfpondant du parallélo- 
gramme , dont la diagonale repréfente la force 
principale. 11 e(l clair, par ce qui précède ( 2 ip), 
que les forces AD, EF, IM* étant parallèles, 
auront pouf réfultante une force unique KO qui 
leur fera parallèle, dont la valeur fera AD EF 
— IM, & qui pafTera à une diftance VV, telle 

que KF = 

^ AD EF — IM 

Pareillement , les forces AC , EH, IK parallèles 

à T E" fe réduiront toutes à une feule K N qui 
leur fera parallèle, qui fera égale i AC-^EH-i-IKi 
& qui ( en fuppofant que K foit le point où la 


* Ne pet<lon< pat de vue ce 
que noui «vont dit ( 19^ )• Par 
cette expreffion. Us forets AS, 
X G , icc, noiu entendons que 
les lignes AB, E G , &c. font 
eiur’ellei cotnine Ici quantitit de 
mouvement que let forces P, Q, 
Uc. peuvesu ptoduiie dans les 


maffës auxquelles elles font appli- 
quict. Il en ed de mime des fotccs 
AD , EF, tcc. nous ensendona 
des quantités de mouvement qui 
font aux quantités de mouvement 
repréfentées par A B, EG, commr 
AD te EFCoac i AB te SC 

cefpcâivemens. 
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direction de cette force , rencontre celle de la 
force Oy) pad'era à une diftance telle que 

yiC X A A" Eli X EFJ> IK X II” 

^ ^ AC-i- EU ^ ÏK 

Cela pofé , les forces /’, Q, S 5c leurs direftions , 

( c’eft - à - dire , les angles qu’elles font avec des 
lignes fixes & connues, telles queT£' 3c TE", ou 
avec leurs parallèles j étant fuppofees connues , on 
connoît dans chacun des triangles B AD, G EF, 
JKL, l'hypothénufe & les angles; il fera donc aifé 
de déterminer les lignes AD, EF, KL ou IM, 
& les lignes BD ou AC, FG o\i EH &c IK ; 
par- là on connoîtra les valeurs des deux réfultantcs 
A D — 1— £ F — I M , 8c A C — t— F H —1— 1 K, 
D’ailleurs comme on ne peut manquer de connoître 
les diftances A A', AA''; E E' , EE", &c. pulfqu’on 
ne peut ignorer la pofition des points A , £ , où 
l’on fuppofe les forces appliquées, on connoît donc 
toutes les quantités qui entrent dans l’exprefiion 
des difiances VV 8c VV". Il fera donc facile de 
déterminer le point V, où fe rencontrent ces deux 
forces réfultantes. Prenant donc F O A D 
EF — IM, & FN = AC EH -f- IK, 

& formant le parallélogramme O KiVX, on aura la 
diagonale VX pour la réfultante R des deux réful- 
tajites parallèles à TE' Sc TE", c’eft-à-dire, pont 
la réfultante de' toutes les forces propofées, 

Des 
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Des forces qui agîffent dans des plans 
différens. 

225. Soient trois forces P, Qi S (Jig. 45) 
dirigées fuivant les lignes AP , BQ, CS parallèles 
entr’elles , mais (ituées dans différens plans. 

Concevons lin plan X Z auquel les trois droites 
’APi BQ, C .S folent perpendiculaires un autrd 
plan Z F auxquelles elles foient parallèles ; que 
A, B, C foient les points où ces lignes rencontrent 
le plan XZ. 

Les deux forces P & S font dans un même plan 
dont l’interfeâion avec le plan X Z, eft la droite 
A C, Ces deux forces peuvent donc être réduites 
à une feule R' = P -+-S, qui leur foit parallèle 
& qui pafTera par un point D , tel que ( 220 ) 
l’on aura P X A D =■ S X CD. 

Les deux forces R' &c Q font dans un même 
plan dont llnterfeéHon avec le plan X Z , eft B D ; 
elles peuvent donc être réduites à une feule R qui 
fera égale à B' -+• Q , c’eft-à-dire = P -+- S H- Q , 
qui leur fera parallèle, & qui paflera par un point 
E , tel que l’on aura R x DE ;= Q x B E. 
D’où, & de ce qui a été dit ci-devant, il eft aifé 
de conclure , en général , que tant de farces que 
Von voudra , dont Ut direRioni font parallèles , fi 
Mécanique. R 
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réduifint toujours à une feule é^ale à la fommc de 
celles que agijjtnt dans un fcns , moins la fommc de 
celles qui agijjent en fcns contraire ; &* cela , fait 
qu’elles foient toutes dans un même plan,foit qu’elles 
foient dans des plans dijférens. 

Voyons maintenant plus particulièrement comr 
ment on détermine par où pade cette réfultante. 
é Si des points A, D, C, B, E on mène les 
lignes A A\ DD' , CC , B EE' perpendi- 
culaires fur l’interfeâion commune des deux plans 
XZ Sc Z V; à caufe des parallèles AA', DD', CC, 
on aura AD -.CD : : A' D' : CD'; or l’équation 
P y. A D — S X CD que nous venons de 
trouver , donne AD: CD : : S : P ; donc 
A' D' : CD' : : S : P , & par conféquent 
P X A'D' = S X CD'. 

Pareillement, les parallèles DD' , EE', B B' 
donnent DE : BE :: D'E':B'E'; or l’équation 
R' y D E = Qx B E , que nous avons pareille- 
ment trouvée ci-dclTus , donne DE : BE : : Q : A' ; 
donc D' E' ; B' E' : : Q_ : R' : : Q : P H- S : 
donc ( P S) X D' E' = Q X B' E'. 

Prenons maintenant dans l’interfeâion Z T des 
deux* plans un point fixe T, & cherchons la dif- 
tance TE' de ce point, au point E' qui corrcfpond 
au point E par lequel pafie la réfultante. Il eft clair 
que A'D' = TD' ^TA',CD' =TC — TD', 
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D'F = TE' — TD' B'E' = TE' — JE'. 
Subnituons ces valeurs dans les deux équations 
P X A'D' = 5x CD' & (P-hS) X D' E' = 

Q X B' E', nous aurons P x TD' — P xT A' = 
Sx TC — Sx TD' , Si (P S)xTE' -~ 
(P -h 5) TD' — Qx TB' — Q X TE', 
Or, de ces deux équations, la première donne 
(P _4_ S) TD' = P X TA' ^ S X TC-, 
fubflituant cette valeur dans la fécondé , on a 


(P S) X r£' — P X T A' — S X TC ^ 

Q X TB' — Q X TE'-, raffemblant donc tous les 

termes multipliés par TE' , on aura (P -f- Q-f- *S) X 

TE' = PxTA' -h Q xT E' -h S X TC- D où 
. PxTA'^QxTB'^SxTC 

Ion tire TE'— * 

Or cette expreflâon de la diftance TE', ell 
précifément celle que l’on auroit pour trouver la 
diftance à laquelle pafleioit la force réfultante, fi 
les trois forces P, Q, S étoient toutes trois dans 


le plan ZV, Si palToient par les points A', C, B', 
correfpondans aux points A , C , B , par lefquels 
elles pafient réellement. Donc fi l’on conçoit la 
droite, TX perpendiculaire au plan Z K, on trou- 
vera la diftance TE' de la réfultante B, à cette 
droite , en prenant la fomme des momens * à l’égard 


♦ Il fiut obfervec ici, & pour cendre la fooime des momens 
U Tuice , que par le mot géntcal | de: forces qui tendent i but 
femmt des memens on doit en- | tourner dans un fens, moins la 

Ba 
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de cette droité , comme li toutes les forces , fans 
changer de didance à cette meme droite, étolent 
toutes dans le plan Z y auquel elle ell perpendi- 
culaire ; & divifant cette fomme de momens par 
la fomme des forces. 

Il ne rede donc plus , pour dxer le point E , 
que de connoitre la didance EE' ou (en menant 
E E" parallèle à Z Tj la didance T E'^ i laquelle 
cette même force pade, à l’égard de Z T. Or U 
ed clair , d’après ce que nous venons de dire fuc 
la didance T E' , que pour avoir la didance TE'', 
il faut de même concevoir un plan padant par X T, 
& - parallèle aux direâions des forces ; prendre la 
fomme des momens à l’égard de TZ, qui ed 
l’interfeâion de ce plan avec le plan Z prendre^ 
dis-je la fomme des momens à l’égard de TZ, 
comme d toutes les forces, fans changer de didance 
au plan ZV, étoient toutes dans le plan XV-, 8 c 
divifer cette fomme de momens, par la fomme 
des forces. Alors on aura tout ce qu’il faut pour 
fixer le point E par où pade la réfultante. 

224. Confîdérons maintenant les forces dont les 
clreâions ne font ni dans un même plan , ni parallèles. 


fjmmc dei moment «Jet foicet 
qui tendent i ftire tourner en 
feni oppofét. On doit de même 
per ce mot fommt det (btees , 


entendre le fomme de celtes qui 
egiflent dent un feni . moine 
Il fomme de cellei qui egUTcnt 
dent reuirc. 
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Soient (Jfg. yo ) P , Q , R trois forces dirigées 
fnvant les lignes AP , P Q, CR fîtuées dans des 
plans différens. Concevons un plan quelconque 
XZ , rencontré en H , par la direâion AP \ en F, 
par la direâion BQ; & en L , par la direâion 
CR. Comme on peut (x$6) fuppofer une force 
appliquée à te! point que l’on veut de fa direâion , 
j’imagine ces trois forces appliquées aux points 
H, F, L, & repréfentées par les lignes HK, 
FT, LK prolongemens des lignes AP, BQ, CR, 
au-delTous du plan XZ. Concevons encore que 
par les droites AH, B F, CL, on ait mené 
des plans perpendiculaires au plan XZ , 8c dont 
les interfeâions avec celui-ci , foient les droites 
CHN, EFY, DLM. Cela pofé , il eft évident 
que je puis décompofer chacune de ces forces en 
deux autres, dont l’une foit dans le plan XZ ; 8c 
l’autre foit perpendiculaire à ce même plan. Par 
exemple, je puis décompofer la force if F, en 
une force dirigée fuiyant H N, 8c une autre force 
dirigée fuivant HO perpendiculaire au planXZ. 
En forte, qu’aux trois forces HH", FT, LK,]e 
puis fubftituer les fix forces HN, FY , LM , 
H O , FS , LI, dont les trois premières font dans 
le plan XZ, 8c les trois dernières font perpen- 
diculaires à ce meme plan. 

Qr Qn peut, par ce qui a été enfeigné f22a}* 

R J, 


I 


! 


Digitized by Google 


i.S2 Cours 

V réduire les trois forces H N, FY^LM^ une feule 
qui fera auflî dans le plan XZ. Et par ce qui vient 
d’ètre dit (22^) on peut réduire les trois forces 
H 0 , FS, LJ, il une feule, qui fera perpendiculaire 
au plan X Z, Donc en général , quelque nombre 
de forces que l'on ait , &* quelques diretlions que ces 
forces puif ent avoir : on peut toujours les réduire à 
deux tout au plus, l'une dirigée dans un plan connu ^ 
Qr l'autre perpendiculaire à ce plan. > 

22y. Quoique la demonfiration de cette pro- 
polîtion ne paroilTe applicable qu’au cas où toutes 
les forces rencontrent le plan XZ qu’on a choifi, 
il eft cependant facile de voir qu’elle a généralement 
lieu. Car fi on conçoit qu’après avoir réduit à deux, 

^ toutes le forces qui rencontrent ce plan , on vient 
Ù changer la pofition de ce dernier , fans qu’il celTe 
de rencontrer ces deux réfultantes, fee que l’on 
peut toujours) alors on pourra toujours lui trouver 
une pofition propre à rencontrer les direftio.ns de 
pelles qui lui étoient d’abord parallèles. 

226, Il n’en eft donc pas des forces dirigées 
dans différens plans, comme de celles qui font 
toutes dirigées dans un meme plan. Celles-ci peuvent 
toujours être réduites à une feule , ainfi que nouç 
l’avous vu. Mais celles-là fe réduifent à deux, qui 
PP peuvent être réduites à une feule, que dans Iç 
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cas où la réfultante des forces qui agilTent dans le 
plan XZ, rencontreroit celle des forces perpen- 
diculaires au meme plan. 

UTrj. Cn peut donc, par ce moyen , trouver 
les deux réfultantes de tant de forces que l’on voudra , 
lorfque ces forces font dirigées dans des plans dif- 
férens. Mais quoique ce moyen puilTe être utile 
dans beaucoup de cas , il n’cd cependant pas le 
plus commode pour la réfolution de beaucoup de 
queftions; c’eft pourquoi nous allons en enfeigncc 
un autre. 

Soit donc P ( _/%. 5 1 ) l’une quelconque des 
forces propofées, & ^4 B la ligne qui peut la repré- 
fenter. Soit X un point fixe quelconque ; X Z , 
XY y Xr, trois droites perpendiculaires entr’clles. 
Si fur A B y comme diagonale , on forme le paral- 
lélogramme reéiangls ADBCy dont le plan foit 
perpendiculaire au plan Y XT, & dont le côré B C 
füit parallèle à XZ ; qu’enfuite fur B D comme 
diagonale, on forme le parallélogramme reélangle 
DFBE dont le plan foit parallèle au plan YXT, 
& dont les côtés B F, B £ foient parallèles aux 
droites XF, Xl^jil eft clair 1®. qu’à la force ^4 B , 
on peut fubflituer la force B C parallèle à XZ , 
ou perpendiculaire au plan YXT, âc la force BD 
parallèle à ce même plan. 2“, Qu’à cette force BD, 

R ^ 
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on peut fubftltuer la force BE parallèle ^ XY, pt| 
perpendiculaire au plan ZXT, & la force B F 
parallèle à X T ou perpendiculaire au plan ZXYî 
en forte que la force P ou À B, fe trouvera dé- 
compofée en trois forces parallèles à trois lignes 
perpendiculaires entr'elles, ou, ce qui revient au 
meme , fe trouvera décompofée en trois forces per- 
pendiculaires à trois plans qui feront perpendiculaires 
entr’eux. 

Or, ce que nous difons ici de la force P, efl; 
évidemment applicable à toute autre farce qui ne 
fera point perpendiculaire à l’un de ces trois plans. 
Ponc n on conçoit toutes les forces telles que P , 
ainli décompofées , & qu’on réduife et)fuite à unp 
feule, par 1 ^ méthode donnée (225),*tout^ les 
forces perpendiculaires au plan ZXTj qu’on falTe 
|a même obofe pour les forces perpendiculaires au 
plan ZXYs epfin la même çhofç pour les forces 
perpendiculaires au plan Y XT, ori voit qu’on pourra 
toujours réduire tant de forces que l’on voudra^ 
dirigées dans différens plans à trois forces perpen- 
diculaires à trois plans qui feroient perpendiculaires 
pntr’eux. Tels font les principes généraux de la 
ppmpoiftion & de la décompoHtion des ferçes. 
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Des Centres de gravite. 

228. Avant que de nous occuper des efTct$ 
particuliers que peuvent produire fur les machine^ , 
ou en général fur les corps d’une ftruélure & d*unç 
matière connue, les forces dont nous venons de 
confidérer les propriétés générales , il faut nous 
arrêter fur les centres de gravité, dont la connoif- 
fance importe beaucoup pour la détermination des 
mouvemens dont ces machines ou ces corps peuvent 
êire fufceptibles, 

Rappeljons-nous , qqe nous avons dit { 171 ) 
que les direâions fuivant lefquelles la pefanteur agit 
fur les particules matérielles d’un corps, font pa» 
rallèles ; & que cette force tend à communiquer à 
chaque partie de matière, la même vîçelTe dans le 
même temps. 

229. On appelle centre de gravité d’un corps ^ 
ou d’uny^yZê/ne de corps, (c’eft-à-dire d’un alTcm- 
blage quelconque de corps) le point de ce corps 
par où pafTe la force réfultante des forces particu-r 
lieres dont chaque partie de ce corps ou de ce 
fyftême feroit animée par l’adion naturelle de la 
pefanteur , dans quelque (ituation qu’on mette ce 
porps , QU ce fyftême. 

far exemple, fi dans la poli don actuelle du triangle 
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ABC (fig. li force réfulrante des aftions de la pcfan- 
icur fur toutes les parties de ce triangle, paHê par uri ccrrain 
point G de la furface; & que dans une autre (îtuation aie, 
elle palî'c encore par le même point C , ce point C s’appelle 
le centre de gravité. Nous verrons dans peu , que cette ré- 
fuliante palTe toujours par le même point, dans toutes les 
Ctuations poflibles du corps. 

230. La détermination de ce centre efl: facile , 
après ce que nous avons dit fur l’ufage des momens 
pour trouver h réfultante de plufieurs forces pa- 
rallèles. 

En effet, foient M, N, P (Jîg. 5'3) tant de 
corps que l'on voudra, dont (pour ce moment) 
nous confidérerons les maffes comme concentrées 
aux points B, A, C que nous fuppoferons d’abord 
dans un meme plan. Soit;» la vîteffe que la pefanteuc 
tend à imprimer à chacun dans un inftant , & qui 
( 171) eft la même pour chacun. Alors p x M ou 
P M, P N, P P feront les quantités de mouvement, 
ou les forces avec lefquelles ces corps tendent à fe 
mouvoir fuivant les directions parallèles C" C, B" B, 
A" A, Or, fuivant ce que nous avons dit ( 2ip ) , 
pour avoir la pofition de la force réfultante, il faut 
prendre la fomme des momens à l’égard d’un point 
quelconque T pris fur une ligne perpendiculaire à 
ces directions, & divifer cette fomme, par la fomme 
des forces i on aura donc, pour la valeur de la 
diftance JC" à laquelle paffe cette réfultante, on 
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.. // pMxTÜ"-hp'fiyiTA‘'-*-pPxTC' 

aura, dis je , T o"= -rr- — r, 7. • 

> 1 » P JU -i- P A/ -i- P P ” 

qui , en fupprimant le fadeur commun p , (e réduit 

MxTh"-^NxTA"-^PxTC> ^ 

aTG"= JT^—P • ’ "" 


menant les lignes BB'j AA', C C parallèles à 7 G" , 

& terminées à la verticale T C; imaginant de plus, 

que le point G pris fur la diredion de la réful- 

tante, eft le centre que nous cherchons, & menant 

GG' aulîi parallèle à JG" , on a TG" = G'G, 

TB" = B B', TA" = AA' , TC" = C C ; 

1 A/xBB'-h/^xAA'-^-PxCC 

donc GC'= ,-z 7T ; 

M -i- A/ -i- P > 


c’eft-à-dire, en reftreignant le mot de momms , & 
n’entendant par ce mot, que le produit de la mafTe 
d’un corps par fa diftance à une ligne droite. 

La dijîance du centre commun de gravité de 
plufieurs corps , à une ligne droite , fe trouve en 
divifant la fomme des moment de ces corps, (pris 
par rapport à cette ligne') par la fomme des majj'es. 

Concevons maintenant que l’on renverfe le 
fyflcme des corps M, N, P, en forte que la 
ligne TA" qui étoit horizontale , devienne verticale. 


tic au contraire pour la ligne T C ; alors on dé- 
montrera de même , que pour avoir la diftance 
de la réfultante, à la ligne TA" qui eft alors ver- 
ticale , il f.ut prendre la fomme des momens à 
l'égard de TA'', & divifer cette fomme, par celle 
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des maiTes. On aura donc, de même , 

inrFrirp . Or ayant 

déterminé les diftances de G aux deux lignes fixe$ 
& connues TA'* & TCf , il eft évident que la po- 
fition de ce centre eft connue, puifque les diftances 
B B' y B B'*, A A' y A A" y &c, font connues , 
attendu qu’on eft maître de prendre, par-tout 
où l’on voudra, le point J par ou on mène 
'TA' & TC, 

231. Si les diftances AA", B B" y &c. font 

chacune zéro; c’eft-à-dire, fi tous les corps font 

fur une meme ligne droite T A" \ alors la fomme 

des momens , par rapport à cette droite , eft zéro ; 

donc la diftance G G" eft auffi zéro. Donc ji plut 

Jiturs corps confidérés comme des points, font fur 

une même ligne droite , leur centre commun de grat 

viid ejl aufjî fur cette même ligne droite, 

\ 

252. Si l’on menoit les lignes TA", Sc TC"\ 
de manière que l’une ou l’autre, ou toutes deux, 
le trouvalfent avoir des corps de part & d’autre) 
alors, au lieu de la fomme des momens, il fau- 
droit dire la fomme des momens des corps qui fe 
trouvent d’un côté, moins la fomme des momens 
des corps qui fe trouvent de l’autre. Quant au dé> 
Dominateur de la fraâion qui exprime la diftance 
du centre de gravité, il fera toujours compofé ds 
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la (omme des maffes , parce que toutes tes forces de 
ces matTes, en vertu de la pefanteur, agilTent toutes 
dans le même fens. C?la e(l général pour quelque 
nombre de corps que ce foit, qui étant confîdérés 
comme des points , font tous dans un même plan. 
Et tout cela eft une fuite de ce qui a été 
dit (aip ). > 

Les lignes TA', T A" s’appellent Axes du 
Momens. 

253. Si l’on conçoit maintenant que le point T 
que nous avons pris d’abord arbitrairement, loit 
fur le point G; alors GG' Sc GG" deviennent, 
chacune, zéro. Donc la fomme des momens par 
rapport à 7 C, & la fomme des momen; par rap- 
port à TA", doivent alors être zéro, chacune. 

234. Préfentement , je dis que fî la fomme des 
momens de plufieurs corps , par rapport à la droite 
RS qui pafle par le point G fjfg. 54), eft zéro j 
& s’il en efV de même de la fomme des momens , 
par rapport à la droite PQ perpendiculaire k RS, 
& qui palTe par le même point G; la fomme des 
momens par rapport à toute autre droite MN 
palTant par le même point G, fera aufll zéro. 

J 

En effet , ayant mené les perpendiculaires AA', 
A A'', A A"' fut les lignes P(^,RS, MN: fi l'on 
fuppofe que le point I efi celui où AA' rencontra 
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MN\\g triangle redangle GA'I, donnera fin. GIAi 
ou cof. PGM : G A' ou AA" : : fin. PGM 
, ÂA"fm.PGJI/ . , > 

* ^ 7ârT(ni > AI = AA' — 

... T . Jd A” (in. P G M ^ , 

A 1= A A coUFÔ'y;/ • Or dans le triangle 

redangle / 4 A"', on aura Cenfuppofant le rayon = i) 

Il : A I : : fin. AI A'" ou cof. PG M : A A'" ; 

donc AA'" = AI X cof. PG.M, c’eft à-dire, 

A A'" = AA' xcoC. PGM, — AA" fin. PGM-, 

& par conféquent en multipliant par la malTe A, 

O# aura le moment A x A A"' = A x A A' x 

cof. PGM— Ax AA" fin. PGM-, c’eft-à dire 

que le moment du corps A , k l’égard de l’axe 

M N , e(i égal au cofinus de l’angle PGM mul-, 

tiplié par le moment à l’égard de l’axe P Q , moins 

le finus du même angle PGM, multiplié par le 

moment à l’égard de l’axe R S. 

Or il eft facile de voir que la même chofe 
aura lieu à l’égard de tout autre corps, à la diffé- 
rence des fignes près, félon que les corps feront 
d’un même ou de différens côtés de M N, Donc 
C on fait une fomme de tous les momens à l’égard 
de l’axe M N, on trouvera qu’elle eft égale au 
cofinus de l’angle PGM, multiplié par la fomme 
des momens à l’égard de P Q , moins le finus de 
Tangle PGM, multiplié par la fomme des mo- 
mens à l’égard de PS. Cr chacune de -ces deux 
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dernières fommes eft zéro, parla fuppofitlon; donc 
leurs produits par le cofinus & par le (inus de 
l’angle P G A/, feront zéro; donc aufli la fomir.e 
des tnoniens à Végard de Vaxe quelconque M N 
paJJ'ant par le centre de gravité G , ejî ^ero. 

235. Concluons donc de-là que l’aélion réful- 
tante de toutes les aâions particulières de la pefanteur 
fur chacune des parties d’un fyflcme de corps, pafTe 
toujours par un mênae point de ce fyftême , quelque 
pofition que ce fyfléme puiffe avoir; car ce n’eft 
que par rapport à la direéHon de la réfultante que 
la fumme des momens de plufieurs forces paral- 
lèles, peut être zéro. 

Au relie , quoiqu’il n’ait été queftion jufqu’ici , 
que des corps dont les centres de gravité font dans 
un meme plan , cela ne s’étend pas moins au cas 
où les parties du fyfléme font dans différens plans : 
c’efl: ce qu’on va voir par ce qui fuit. 

236. Si les corps, toujours confidérés comme 
des points , ne font pas dans un même plan , on 
concevra un plan horifontal X Z {fig, 45 ) ; & de 
chacun des points pefans P, Q, S, on imaginera, 
les verticales PA, QB, SC; & pour déterminer 
le point E par où paffe la réfultante RE dans la 
diredion de laquelle doit être le centre de gravité, 
en prendra ( 223 ) les mtvnens par rapport à deux 
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droites fixes TX, T Z prifes dans le plan horifontal 
Z Xy Sc perpendiculaires entr’elles ; on prendra , 
dis-je , la fomme des momens , comme fi tous les 
corps étoient dans ce plan horifontal; & ayant 
divifé chacune de ces deux fommes de momens , 
par la fomme des mafies P, Q, S, on aura les 
deux difiances E' E, E’' E. Il ne fera donc plus 
quefiion que de trouver à quelle diftance E G au- 
defibus du plan horifontal X Z , fe trouve ce centre. 
Of fi l’on imagine la figure renverfée , de manière 
que le plan XZ devienne vertical, tcZV foit 
alors le plan horizontal; on voit, par le même 
principe, que pour avoir la diflance EG' corref- 
pondante & égale à la hauteur cherchée E'G, il 
faut prendre la fomme des momens pas rapport à 
Z T, comme fi tous les corps étoient dans le plan 
Z Z, & divifer cette fomme des momens par la 
fomme des mafles; alors on a tout ce qu’il faut 
pour déterminer la pofition du centre de gravité. 

257. Donc, pour récapituler ; la recherche du 
centre de gravité fe réduit. 

i“. Lorfque tous les corps confidérés , comme 
des points, font fitués far une même ligne droite 
(jfg. yj); à prendre la fomme des momens par 
rapport à un point fixe F pris arbitrairement fur 
cette ligne, & divilêr cette fomme par la fomme 

des 
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des mafTes; le quotient, e(l la didance du centre 
de gravité G , à ce même point Fi 

2°. Lorfque tout les corps confidérés , comme 
des points, font tous dans un mente plan; on ima- 
ginera par un point T(Jtg. J3) pris arbitrairement 
dans ce plan, deux lignes TA'', TA' perpen- 
diculaires l’une à l’autre ; & ayant mené des per- 
pendiculaires , de chaque point pefant , fur chacune ' 
de ces deux lignes , on imaginera que ces points 
pcfans font appliqués fucceflîvement fur la ligne 
TA", Si fur la ligne TA' , chacun au point où 
aboutit fa perpendiculaire. Et l’on cherchera, comme 
dans le cas précédent , quel e(l alors le centre dei 
gravité G" fur T A" ; &c quel eft le centre de gravité 
G' fur T A' ; ménant enfin par ces deux points , les 
lignes G"G', G'G parallèles à TA' & T A', leur point 
de rencontre G fera le centre de gravité cherché. 

3°. Enfin , lorfque les corps confidérés , comme 
des points , feront dans dilTérens plans , on imai- 
girera trois plans; l’un horizontal ) & les 
deux autres verticaux, & perpendiculaires entr’eux. 
De chaque point pefant, on abaiflTera une perpen- 
diculaire fur chacun de ces plans ; on prendra U 
fomme des momens , par rapport à chaque plan , • 
& divifant chaque fomme , par la fomme des 
malTes, on aura les trois difiances du centre de 
gravité , à chacun de ces plans. 

Alécanique. L Pan. 
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Sur quoi , il faut toujours fe fouvenir que quand 
quelques-uns des corps fe trouvent de différens 
c&tés du point , ou de la ligne j ou du plan , par 
rapport auquel on conlîdère les mouvemens , il faut 
prendre avec des lignes contraires , les momens des 
corps qui fe trouvent de différens côtés. 

238. Plaçons ici une obfervation qui fuit im- 
médiatement de ce que nous venons de dire, & 
qui peut abréger , dans plufîeurs occafions, la 
détermination du centre de gravité , & d’autres 
recherches. 

Puifque la dillance du centre de gravité ell 
égale à la fomme des momens, divifée par la 
fomme des malTes; G le point, la ligne , ou le 
plan par rapport auquel on conlîdère les momens, 
palTe par le centre de gravité; cette dilfance étant 
alors zéro , la fomme des momens doit donc aulTt 
être égale à zéro. Donc , en général , la fomme des 
momens par rapport à tel plan que ce fait , qui 
pajfe par le centre de gravité, ejl ^ér», 

239. Jufqu’ici nous avons conlidéré les corps 
comme des points; Sc nous avons vu comment 
on détermine le centre commun de gravité de tous 
ces points , en quelque nombre qu'ils foient. Or 
un corps d’un volume & d’une figure quelconque, 
n’étant autre chofe que l’alTeinblage d’une inEnité 
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d'aütres corps, ou parties matérielles, que Ton peut 
confidérer comme des points. Il s’enfuit donc que 
par la même méthode on peut déterminer le centre 
de gravité d’un corps de figure quelconque; & 
nous allons en voir diverfes applications dans un 
moment. 

Et puifque le centte de gravité n’eft autre chofe 
que le point par où pafTe la réfultante de tous les 
efforts particuliers que font les parties d*un corps 
pour obéir à leur pefanteur; que d’ailleurs cette 
réfultante eft égale à la fomme de tous ces efforts 
particuliers; concluons-en qu’on peut toujours fup- 
pofer tout le poids d’un corps réuni à fon centre 
de gravité, & que ce poids y feroit le meme 
effet qu*il eff capable de faire fur ce point , dans 
fa diffribution aduelle fur toutes les parties du 
corps. 

240. Donc lorfqu’on aura à trouver le centre 
commun de gravité de plufîeurs maffes de figures 
quelconques , on commencera par chercher le centre 
de gravité de chacune de ces maffes , ce qui eff 
facile aâuellement. Puis , confidérant le poids de 
chacune de ces maffes comme réuni à fon centre 
de gravité, on cherchera Iq centre commun de 
gravité, comme fi tous ces corps étoient des points 
placés à l’endroit où chacun a fon centre de gra* 
vité particulier. 

S ij 
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241. Donc tout ce que nous avons dit jufqu’lcl , 
fur le centre commun de gravité de pluGeurs corps, 
conGdérés comme des points , a également lieu pour 
les corps de Ggure quelconque , en prenant , dans 
l’évaluation des momens , pour diftance de chaque 
corps , la diftance de fon centre de gravité parti- ' 
culier^ 

24X Donc fl plufeurs corps, de quelques figures 
qu'ils foiem , ont leurs centres particuliers de gravité 
dans une même ligne droite , ou dans un même plan ; 
leur centre commun de gravité fera aujjî dans cette 
même ligne droite , ou dans ce même plan. Cela fe 
dcinüntre comme on l’a fait (231). 

243. Venons aux applications. 

Soit A B ( fig- ^ 6 ) une ligne droite uniformément pc- 
fante ; il eft évident que fon centre de gravité eft dans 
fon milieu. Mais li on veut favoir comment on le détermi- 
oetoit d’après le principe des momens , voici comment 00 fe 
conduira. 

Il faut concevoir cette ligne partagée en une infinité de 
parties telle* que Pp { multiplier chacune par fa difiance i un 
point fiie ; pat exemple , pat ü dillance i l'extrémité A { 
prendre la fomme de ces produits, te divifet le tout pat la 
fomme des parties Pp, c'^- i-diie , par la ligne A B. Nom- 
mons donc AB, a; AP, ar ,• nous aurons Pp = dx; Iç 
moment de Pp fera xdx, qu’il faut intégrer pour avoir la 

fomme des momens ; cette fomme fera donc } & pour 
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l’avoir dans toute i’dtendue de la ligne, il faut ruppofei xs=f, 

û*' . . ' 

on a donc pour la roinmc totale des momens ; divilànt 

donc par la fomme a des maflès , on a —, pour la diflance 

du centre de gravité au point A. Ainfi, le centre de gravité 
d’une ligne droite uniformément pefaate, efi dans ibn mi- 
lieu ; ce qui eft d'ailleurs évident. 

ai) 4. Donc I*. pour avoir It centre de gravité du eotuoup 
dun pol-gone quelconque (fig, 57), il faut du milieu de cha- 
que côté , mener des perpendiculaires fur deux lignes fixes A B, 
A C, tirées dans le plan de ce polygone ; & conCdérant le 
poids de chaque côté comme réuni au milieu de ce côté , 
chercher le centre commun de gravité de ces poids, comme il 
a été dit (130). 

143. i*. Le centre de gravité de la furface d’un paraUé^ 
logramme quelconque ^ ejl au milieu de la ligne qui joint lea 
milieux de deux côtés oppofés. Car en concevant le parallélo- 
gramme compofé de lignes matérielles parallèles i ces deux 
côtés , chacune aura fon centre de gravité fur la ligne qui paflê 
par les milieux de ces deux mêmes côtés. Le centre commua 
de gravité de toutes ces lignes fera donc fur cette même ligne. 
Il fera d’ailleurs au milieu, puifque cette ligne confidérée comm« 
chargée de tout ces poids , efl uniformément pefanie. 

146. 3*. Pour avoir le centre de gravité de la furface 
. dun triangle ABC, {fg. 38^ il &ur du fommet A, menea 
an milieu D du côté oppofé B C droite AD i k prendre , 
i compter du point D, la partie DG — \ AD, 

En etfet , la droite AD qui divife BC ca deux parties, 
égales au point D , dirifera aufli en deux parties égales 

S il} 
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toute droite JII N parallèle â B C; donc fi on eonfidèr* I4 
furface du triangle comme raflemblage de plufieurs lignes ma- 
térielles , parallèles i B C, la ligne ^ D qui paflë pat les 
centres de gravité particuliers de toutes ces lignes , paflèra 
aullî par leur centre commun de gravité (131), c’eft-à- 
diie , par celui du triangle. Par la même raifon , la ligne 
Ce qui pafTeroit par le milieu Ae A B , palTeroh auffi pat 
le centre de gravité du triangle; ce centre cil donc an point 
d’inictfeélion G des deux lignes C E Sc AD. Or fi l’on tire 
E D , elle lèra parallèle i AC, puifqu’ellc divift en deux par- 
ties égales les deux côres A B ^B C. Les deux triangles EGD^ 
ACC feront donc lèmblables, ainfi que les triangles A BC • 
f. B D ;oa aura donc CD: A G : : E D : A C: : B D : BC: : 
lia; G ^ ell donc moitié de A C ; par conlcquent le tiers 
ie AD. 

147. Concluons de-li que pour avoir le centre Je gravite 
G d'un trapi\e {fig, Jÿ), il faut, par les milieux E le F 
des deux côtés parallèles CD le A B mener EF', le par ces 
prémes points, mener aux deux angles oppofés A le D , les 
lignes E A, F D ; puis ayant pris Eg^ j E A , Se =» 
J ^ -P, mener qui coupera EF au point cherché C, 

Car, en raifonnant comme nous l’avons fait pour le triangle, 
pn voit que le centre de gravité C doit être fur E F. D’ailleurs 
g Se g' étant ( 146 ) les centres de gravité particuliers des deux 
friangles CAD, AD B qui compofent le trapèze ABDC ^ 
le centre commun de gravité de ces deux triangles, ou du trapèzci 
doit être fur gg' );il doit donc être â l’interfeélion C, 

Déterminons la difiance FC. 

Meuopt les lignes g h le g' h' ;^rallè!es i A B. Puifque 
AE^ Se Fg‘= \ FDfOn auta^ê =. \ AF Se ^ h* 
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= \ A E, te F g' = J FD, on aura gh \ A F te 
= f £X>; ou g h = i AB, & = i CD. 

Par la meme raifon Eh \ EF , F h' = \ E F donc 
h h’ 3= j E F, Ot les uiangles femblables C hg. Ch' ^ 
donnent gh : Ch a ^ h' i C h’ •. donc gh + ^h’ : C A -f- 
CA' g' k' : G h': c’eft-à-dire, \ AB \ C D : \ EF 

} W JP \f CD 

: : J CD i Ch' \ donc C h' = ■—= — — ; donc FC qui 

jt K t C SA 

i EF y CD . 


eft = F h' + Ch' lêra 
«’eft-i-dire FC — 


AB 
i EF 


+ 


+ CD 

^ EF y (AB + X CD) 

AB + CD 


Remarquons, en paflTaoc, que lî la hauteur du trapèze étoic 

infiniment petite, te les deux côtés A B te C D infiniment 

peu dilTérens , alors ces mêmes côtés dohrent être réputés 

, , . \EFyiAB 

égaux, en forte que la diAaoce FC fc réduit a — — 9 

«U £ F ; c’eA-d-dire , que dans ce cas , le centre de gravité 
cA i égale diAance des deux bafes oppofees. 


148. Il eA donc facile maintenant de trouver le centre de 
gravité de la furface eTun polygone quelconque ( fig. 60 ). 
Il faut le partager en triangles } te ayant déterminé le centre 
de gravité de chaque triangle , de la manière qu’on vient de l’en- 
feigner , on déterminera le centre commun de gravité de tous 
les triangles , en les conlîdérant comme autant de malles pro> 
portionnelles d leur furface, te réunies chacune d fon centre de 
gravité particulier. Ce qui fo fera comme il a été eofeigné 


On voit aéluellement 


comment on peut déterminer 
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centre ic gravité de la furface de tou: folide terminé par 
des furfàces planes. 

145. Au refte, il n'eft pas toujours nécelTaire d’avoir re- 
cours aux momens , pour trouver les centres de gravité. Par 
exemple, s’il s’agilToit de trouver le centre de gravité du con- 
tour du pentagone régulier ABCDE {fig. 61 ) je mènerois 
de l’un A des angles , une droite A F ia milieu F du côté 
oppofé CD. J’en mènerois pareillement une fecopde, de rau-r 
gle E, au milieu du côté oppofé BC i l’intetfeé^on G de 
çes deux lignes lêroii le centre de gravité, 

En effet, le centre coinmun de gravité des deux côtés 
AB, AE, ia milieu c de la ligne b a cjui palTe par 
leurs milieux; cela eft évident. Le centre commun de gravité 
des deux côtés B C , DE, elf par la même raifon , au mi- 
lieu e de la ligne Id qui palTe par leurs milieux. Enfin le 
çôté CD , a fon centre de gravité en F, Or il eft facile de 
voir que la ligne A F palTe pat les milieux c, e, & Fi elle 
paftl- donc par le centre commun de gravité des cinq côtés ; 
un raifonnement fembUble , prouvera que I E palTe aufti par ce 
centre ; ce centre eft donc à rintetfeûiQn G,ie A F 8 c de I E. 

t;o. En raifbnnam comme nous l’avons fait pour le trian- 
gle , on prouvera que le point C eft aufti le centre de gravité 
4e la Tnrfice du pentagone régulier. 

Et en général, on prouvera de la même manière, que le 
çentre de gravité du contour , ainfi que de la furface d’un 
polygone régulier d’un nombre de côtés impair , eft au point 
4'interfeéUon des deux droites dont chacune eft menée de l’un 
4çs angles , am mibeu du côté oppofé. Et lorfque le nombre. 
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dei cât^s eft pair, ce centre cA au point d’imeticiAion de deux 
lignes menées par les milieux de deux côtés oppofés ; d’od l’on 
concluroic , s’il en étnit bcfoin, que le centre de gravité de la 
circonférence & de la (itrlace d'un cercle, cA au centre. 

Quand le nombre des lignes , furfaces , corps , &c. dont on 
a à trouver le centre commun de gravité , n’cA pas cunfidé- 
rable, on peut faire ufage de ce que nous avons dit (106 Sc 
107). Par exemple, foient trois points A, £ , C (fig. 61) 
qui foient les centres de gravité de trois lignes, ou trois furfaces, 
ou trois corps ; dont les poids font repréfentés par les malTes 
My N , /*, Ayant joint deitx de ces points C & B, par la 
ligne £ C , on partagera £ Çtn D , de manière que l’on ait 
N P : ; eu :£ U, ou A/-i-P:^::C£:CD; le point 
D fera le centre commun de gravité des deux poids P te M, 
On mènera enfuite D A ; te imaginant la totalité N P des 
deux maffes N te P raffemblée en D , on partageia , de même, 
U A y en raifon invcrlê des deux malTcs M te N+P ; c’eA- 
à-dite, de manière que A' - 4 - P : M : : AE : DE, ou que 

-4- P -f- J/ ; M : ■. A D : D E\ le point E fera le centre 
commun de gravité des trois poids fil , A/ , P. On continueroit 
de même pour un plus grand nombre de corps. 

ij I. Concluons, de ce qui précède, que l’on peut avoir facile» 
ment le centre de gravité de la furface te de la folidité de tout 
ptifme Se de tout cylindre. 

En effet , il eA évident que ce centre doit être au milieu de la 
ligne qui paffe par l<ss centfes de gravité des deux baies oppo- 
fées ; puHque ces corps font compofés de. tranches parfaitement 
égales & lêmblables à la baie, que l’on peut confîdérer comme 
auunt de poids égaux- uniformément diAtibués fur cettp 
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s(t« Pour avoir le cintre de gravité G <Tuw pyramide 
triangulaire S A BC (.fig. 5}) il faut, du fommet, mener u 
ccntie de gravité F de la baie, U droite SF, fc prendre fur 
cette ligne, à compter du point F, la partie FG=: j SF. 

En voici la raifon. Du milieu D du côté AB, menons 
V C , DS, A ayant pris VF—\ CD, & DE = J DS, les 
points F St E feront les centres de gravité des deux triangles 
ABC y ASB. 

Cela pofé, (i l'on conçoit la pyramide, compofée de plant 
■uiériels parallèles i ABC, la ligne S F <|ui palTe par le 
pouit F de la bafe , paflera, dans chaque tranche, par un 
point qui lèra placé de la même manière dans cette tranche. 
Ainfi y les centres de gravité particuliers de chaque tranche 
font tous fur la ligne S F. Par la même raifon , les centres 
• de gravité particuliers des tranches parallèles à ABS, dont 

ea peut imaginer que la pyramide cil compofée , (bot tous 
Cil E C, Donc le centre dt gravité de la pyramide, eft au point 
G, oii les deux lignes FS, & £ C le coupent. Or fi l’on 
mène FE , elle fera parallèle è CS, puifque DF étant le 
nets icDC, Si DE, \t tiers ie DS, ces deux lignes D C 
H DS font coupées proportionnellement. Les deux triangles 
FEG , G CS feront donc (emblables entr’eux, & il en fera 
de même des deux triangles D F E , D CS i on aura donc F G: 
CS: ;FEiCS::DF: De :: i : }j donc FC efl le tiers 
de G J, & par conféquent le quart de FS. 

syj. Comme on peut décompifer tout folide , en py- 
lamides triangulaires ; connoilTant aélucllemcnt le centre 
de gravité d’une pyramide triangulaire, il eft facile, à laide 
des momens, de trouver le centre de gravité d'un corps quel» 
conque. 
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ty4. Telle eft la manière générale de trouver les centres 
de gravité des figures , ou des corps , dont les parties font in- 
dépendantes les unes des autres , ou du 'moins , lorfi^u’on 
n'a point l'exprellion de la loi qui les lie les unes aux 
autres. 

Mais lorfque les parties d’une figure ou d’un corps ont 
cnir’elies une relation que l’on peut exprimer par mm 
équation , on peut alors trouver le centre de gravité 
d’une manière beaucoup plus facile. En voici des exemples. 

ajj. Qu’il s’agifle d’abord de trouver le centre 
de gravité G , d’un arc quelconque de courbe A M 
ifig. 64), on imaginera l’arc infiniment petit Mm ; 

l’on prendra pour axe des momens une ligne 
quelconque CN parallèle aux ordonnées que je 
fuppofe parallèles entr’elles. Je fuppofe de plus 
que la diflance de C à l’origine A des abfcifTes 
foit = b. Pour avoir la diflance G g du centre de 
gravité à l’axe CN,i\ faut prendre la fomme des 
momens des arcs Mm, par rapport à l’axe CN, 
& la divifer par la fomme des arcs Mmj c’eft-à- 
dire , par l’arc AM. Or l’arc Mm étant infiniment 
petit , la diflance de fon milieu n , à la droite C N, 
doit être réputée égale à M N. On aura donc Mm 
xAfAfpour le moment de ce petit arc. Mais e» 
nommant AP , x; PM, y; on a (73) Mm 
= J/' ( d a’ -+- d ^* ) & MN — CP =ib -—X i 
donç — x) lA [d X* dy) eft le moment 4 u 
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petit arc Mm; & par conféquent f {b — x) 
( dx* d y* ) , ou l’intégrale de (b — x) 

[dx* -i- dy*) eft la fomme des momens de 
tous les arcs infiniment petits M m , dont l’arc A Af 
eflcompofé. On a donc ^ x)^(dx -^-dy ) 

Quant à l’arc A M q\ii divife, dans cette quantité ; 
nous avons donné C7 3) la méthode pour le déter- 
miner exaûement, lorfque cela fe peut; 8t (Sj) 
celle de le déterminer par approximation. 

Par un raifonnement fcmblable, on trouvera que 

la diftance G g' , du centre de gravité, à l’axe AP , 

.n fy'^(dx*-+.dy^) 
eu . 

Ce font-là les formules générales qui fervent à 
déterminer le centre de gravité d’un arc quelconque 
de courbe. 

2j 6. Si l’arc dont on veut avoir le centre de 
gravité, eft compofé de deux parties égales 8c 
femblabtes A M , A M' ( fïg. 6y) (îtuées cfe part 
& d’autre de l’axe des abfciffes ; alors il eft évident 
que le centre de gravité G, fera fur la droite AP ; 
il ne fera donc queftion que de trouver fa diftance 
au point C. Or il eft clair que les momens des 
deux arcs Mm, M' m' , à l’egard de l’axe, 

; 
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étant égaux, la didance CG fera alors égale à 
»y(i — *) V (<f** + dy' ) 

âŒm' • 


Par exemple, que l’arc AI AM' foit un arc de cercle, 
en aura y s= V(a* — **)» étant le diamètre. Oa 
trouvera facilement, & nous l'avons déjà vu (57) que 

1 adx 

W { d X' -f- dy* ) = 


• On 


aura 


xfib-x) V( 


'dx* 


V(ax — XX 

t/4 a(b — x) dx 


donc 


dy') =■ 


V (ax — xx) 


a/{b — x) dx {ax — xx) ’* Suppofons , pour 
plus de lîmplicité , que le point C foit le centre , alors 
AC=sb=xjai nous aurons donc t f {b — * ) 


dx' -t- dy')=z a X ) dx {ax xx) ’ = 
a ^}f(, ax — XX ) (^ 66 ) i intégrale à laquelle il n’y a 
point de confiante à ajouter , parce que , lorfque x = o ^ 
elle devient zéro , aififî que cela doit être ; poifqu’alors 
la (bmme des momens cfl évidemment nulle. 

Nous avons donc enfin t/(i— x )dx ✓( dx^ -f- dy* ) 

:= a /( ax ~ xx)\ & par conféquenr ,* 

— XX ) _\ ax x 'f (ax — xx) CAxMM' 
MA~M> MAM' 

ce qui donne cette proportion, MAM' : MM' :: CAi 
CC , qui nous apprend que la difiance du centre <Tun cercle , 
au centre de gravite' de l’un quelconque de fes arcs y efi 
quatrième proportionnelle à la longueur de l’are y à fa corde , 
& au rayon. 


On peut appliquer ces formules à toute autre 
courbe ; nous paffons aux centres de gravité des 
furfaces planes terminées par des Kgnes courbes,.'' 
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2^’J. Si l’on demande le centre de gravite de 
\i (aiîice APM {fig. 66); nous fuppoferons que G 
repréfente ce centre< Il faudra , pour avoir la dif^ 
tance G g, prendre la fomme des momens des petits 
trapèzes Af P m P , par rapport à CJV, & la divifcr 
par la fomme de ces trapèzes ; c’eft-à-dire , par l’ef- 
pace À PM. Or le centre de gravité i de ce petit 
trapèze doit être au milieu de la droite nk également 
éloignée de MP Sc de mp; milieu que l’on peut 
fuppofer être celui de MP, à caufe de la hauteur 
inhniment petite Pp; on aura donc la didance i l 
= C P ; ainfi le moment de P p mM , à l’égard 
de fera Pp m MxCPj c’eft-à-dire (b — • x ) 
ydx, en appelant toujours CA, b; & AP, x. 
Donc la fomme des momens fera f{b — x)ydx, 

& par conféquent la didance G g fera ^ 

^ A t M. 


On trouvera de la même manière, que la dif* 
n J /ry* 


ayS. En général , on trouvera de la même 
xaanière , le centre de gravité de tout efpace plan • 
«n le décompofant en trapèzes infiniment petits. 

Par «emple , s'il s’agi: du triangle ANN* (fig. ^7 ) » 
on prendra la bafe W A'’ & la baweur A C pour aie* 
des momens ; & nommant AP yX ; MAP, y; & AC, i; 
on aura M JH' m' m = y d x : & le moment de ce tra- 
p4ac i l’dgatd de NC, fera (d — x") y i n. En forte 


/ 
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<)ue la diHance Cg du cencta de gravhé à la bafc , 

/Ci — x) y dx _ , ,, 

rr4-^ . Or C Ton nomme c la baie , 

AM Al' , 

ACxAPx : NA"jW^'ic’eft-à-dire,5:* ::c: j-=- 


287 

fer» 
on a 

€ X 


<lonc ^ — x') yd devient f 



ou 



(hxdx — x^dx )y qui vaut 


c 

T 




M AV X AP 


XX ). Or la furface AMJW eft 
ex* 

— r— ; donc la diftance du centre de 

X b 


grarité , eft ou f ( 3 i — xx), qui, 

X b 

lotfque X = b , devient f b. Donc C g = \ b. Ot 
fi l’on mène la ligne A G L , les triangles lèmblabet 
ACL, GgL donnent LG : LA :: Cg : AC:: j b : b 
: : I : 3 ; donc L G = j LA , ce qui s’accorde avec ce 
que nous avons démonird ( n6). 

ajp. Appliquons maintenant les formules aux 
lignes courbes. 

Suppofons que AP M {fig. 68 ) eH nne portion de cercle 
dont le diamètre eft n, & que le point C eft le centre; ce qui 
donne b = ÿn. Nous aurons jp 3= (asr, — xx). La 
quantité f {b — x) ydx y devient donc f{.\a — x) dx 


V{ax — **), ou /(ïU — *) dx (a* — xx * qui 
(,66) eft intégrable , tc a pour intégrale j ( ax -»• 

I 

XX ) ' ; quantité i laquelle il n’y a point de confiante i 
ajouter, parce qu’elle eft zéro quand x ss e, ainfi que 

1 
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f 

cela doit être» Nous avons donc ^ ~ ^ x x) 

* ^FAI 

. frPM;* 


A PM 


A l’égard de Cg' ; puifqu'on a y = (ax — xx) 
, , f\ y' s r ^ I — xx)dx. 

-UTR “=» = —ÂTur^ ' 

or f\ (ax — *x) Jx, on , (axdx — x' dx ), 
fax'’ \ 

eft j ^ — —J ou TT ** (la — » * ) ; on a 

, ^ , TT — ix) 

doncC5'= — - 

S’il s'agit du tègmenc entier } comme il e(l évident que 
Je centre de gravité C [j!g> 6 j ) eft fur le rayon CA, 
qui divife l’arc en deux parties égales , & qu’il eft d mcnle 
diftance de N N* que les deux centres de gravité particuliers 
des deux demi - fegmens A P M ^ AP M' , on a CG 
\PM' ^^.%.(PMy _ 

^ A PM ^ A PM ~ APM y 

A ik " 


kAPM 


A MM' A 


APM 
c’eft-à-dire , que 


2 a diftance du centre d’un cercle , au centre de gravité de la 
furface de Cun quelconque de fis fegmens, eft égale au 
dott\iime du cube de la corde , divife par la furface de ce 
fegment. 

i6o> Quant au centre de gravité d’un lêéleur GM AM' 
{fig. 69) on peut l’avoir, en obfervant que le centre de 
gravité C du fegment 3 /AM', celui C' du (êéleur, & 
celui C du triangle font tous fur le rayon CA ; que félon 
le principe des momens , le moment du (êéieur doit être égal au 
moment du fegment , plus le moment du triangle. On a donc 
CMAM'i^CC'x MAM X CG + C MM' x CG". Or nous 

venuna 


I 
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|( P iî/)' 

venons de trouver C G = yi ^ 

HP-V)' . , 

changer en = -JfJJj-: ^*>"6 Ce x 

MA A/' = ’ {PA/'). D’ailleurs, nous favons q« 

CMM' = PM X CP^ & (i 4 tf) que CC' = } CP, 
en foire que CMAP x CC' fe réduit à } P A/ x (CP)*. 
Subnituane donc ces valeurs, on a CM AM' x CC = 


4 Pm> -h i PA/ X CP* = I PJ/[(PA/)* H- (CP)*] 
= = f PA/ X (CA/)*, i caufe du triangle refiangle CPA/. 


Donc C G' = 


4 PA/ X rCA/;* 


'• Alais la iurtice du 


CM A M' 

fefteur C M A Al' , eft dgale i l’arc Al A M' multiplié 

CM . , l-PA/xfCA/)* 

p„__; donc CC = = 

MAA/' ~ 

I 

i A/M' X Cy/ 

; ; ■ ‘ — • c eft -a -dire, que la diflance du centre 

M A Al 


d'un cercle , au centre de gravité de Tun quelconque de fes fec- 
teurs , ijl quatrième proportionnelle à Parc , au rayon , O 
aux deux tiers de la corde. 

On peut appliquer les formules à toute autre 
courbe, par exemple, à la parabole , &c. 

a6i. Voyons maintenant les furfaces courbes; 
mais bornons-nous à celles des folides de révolu- 
tion. Alors , en raifonnant comme dans les articles 
précédens , on verra que le centre de gravité de 
chaque zone élémentaire , eft dans l’axe de révo- 
lution CA (jfg. 70), & doit être réputé au centre 
P de l’une des bafes de cette zone, confidérée 
comme ayant une épailTeur infiniment petite. Or 
Mécanique. I. Part. T 
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noujs avons vu (74) que l’expreffion de cette zone 


étoit — ^ V (dv* -h ày*)y r ; c repréfentant le 

rapport du rayoft à la circonférence. On aura donc 
(en nommant toujours b la dlilance AC de l’ori- 
gine A des abfcifTeSy à l’axe N N' des momens) 

C 

on aura , dis-je , — (t — x)yj/‘(djr*-+- dy* ) 

'pour le moment de cette même zone ; en forte que 
la dillance C ^ du centre de gravité G de la furface 
au point C, fera , en nommant S cette furface , 


f-~ {b x) y yf (Jx* -^dy') 

- ^ 

x6i, Suppofons , pour appliqner cette formule , 
qu’il s’agit de trouver le centre de gravité de la futface 
convexe du cAne droit ANN* (fig, yi). A? étant x; 
PM, y; la hauteur AC, b ; le rayon CN de la bafe , 
a ; Si le côté AN, e; on aura, à caufe des triangles 
femblables, AC N, Mrm, AC : AN ; : Mr : JU m ; 

c’eft-à-dire , b : e : dx l V (dx' •+. dy') = — 

h 

On aura auflî , à caufe des triangles tèmblables A CN 
Si AP JU, AC: CN :: A P: P M ; c’eft-i-dire, 

b : a :: X y = ioncf-^ (b — x)yV(dx'-hdy^), 


, • , ax -edx ^cat 

devient/— y. (b — X) y. — y, -j~ ; ou /-^ 

(bxdx — x^dx), dont l’intégrale 

^ m 

X f} ^ Oi U furfâce de la portion 


Ou 


brb'- 
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A M'LMA f o\x s, eR (Ceom.zio) = x cire. PM; 

Sa'oasiAC-.AP-.-. Affi AM:oüAA/=dJL±£J}L. 

AC • 

A? -K A N , c a 

donc S = — X eirc. VM= — X xx; donc 

la diflance du centre de gravité de la furfacc AM' LM A 
caex* 


au point C, ell 


érb'' 


(ib — i.x) 


-,Ou\(ib— XX), 


xtP 


ou 4 — ^ xi donc lorfque * = £, ou lorfque AP = AC, 
on a la diflance CG du centre de gravité de la furface 
totale du cône, = é— c’eft-à-dire, que 

ce centre de gravité, eft le même que celui de la furface du 
fiangle A N tf. 

aéj. Pour lêcond eaemple , prenons la Iphère 
(fig- Nous aurons y = / (ax — ar*;, a étant le 

diamètre ; & ✓ (" d -J- dy> 1 = — — . joug 

V{ax — xx) 

f ~~ *) y V (dx‘‘ d y'), deviendra f— 

' T 

(b — X ) X { adx ; fuppolânc donc que C eft le centre, 
ce qui rend i = { a, on aura /-^ (b — x) x {adx 

•^17 9“ fe réduit à (iax — {xx), 

cax 

— î .Or, nous avons vu (y$) que 

la fui^ce S du fcgment Iphérique AMLM^A ^ ^coic 
cax 

‘ > oa a donc la diflance CC du cenue C au centre 


xr 


de gravitd C, = 


cax 
a r 


(\a^{x) 


cax 


— 4 » =3 


ir 


Tij 


api Cours 

CA — {- Al? •, c’cft-i-Jire, que ce centre C , cft au 
milieu G de la hauteur AP de ce feginent. D'où l’on 
peut conclure eu général , que le centre de gravité de 
La furface d’une zone (phérique , comprife entre deux 
plans parallèles , c({ au milieu de la hauteur de cette 
'zone. 

254. Terminons par la recherche des centres 
de gravité des folides. 

Si l’on confidère un folide {fig. 70) comme 
compofé de tranches infiniment minces , parallèles 
entr’elles, & qu’on reprefente, en général, parrr, 
la furface de chaque tranche, & par dx fon épaif- 
feur , on aura ssdx pour cette tranche ; & par 
conféquent s s (b — x) dx pour fon moment 
à l’égard d’un plan parallèle à ces tranches , & 
paffant à une diftance A C àu fommet A = b. 
Donc en nommant S la folidité AL MM' A, 
on aura pour la diftance du centre de gravité , la 
r J s (b — ^ • t 

quantité j "■ Or la valeur de S le dé- 

termine par les méthodes que nous avons données 
dans le calcul intégral; & celle de fis (b — x)dx, 
fe déterminera , auflî , par ces mêmes méthodes, 
lorfqu’on aura la valeur de si en x. On aura donc 
la diftance du centre de gravité par rapport à un 
plan connu. On cherchera de la même manière la 
diftance de ce centre à chacun de deux autres plans 
perpendiculaires entre eux & au premier, Mais 
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tious nous bornerons ici aux folides dont les 
tranches parallèles , ont chacune leur centre de 
gravité particulier fur une même ligne droite , 
tels que font les pyramides , & les folides de 
révolution. 


^^î. Prenons d’abor<l les pyramides. Soit donc 
U hauteur AC d’une pyramide quelconque {fig. 73); 
X la diftance perpendiculaire A P d’une tranche quel- 
conque, ce la furface de la bafe ; on aura ( Ceom. loa ) 
celle de la tranche placée à la dillance x du fommet 
par cette proportion , b b : xx i •. te : — — ; nous 


avons donc s s = — j-: — ; donc fs 1 (b — x) 
b b 

^evienc y *- ■ (^b xxdx — dx)-^ qui revient à 

b 9 


dx ^ 
ee 

TT 


(~t) 


ou rr- ( ^ b — I X ). Or la folidité 

eexx 


i L bb 

de la pyramide qui a x pour hanteur , 8: x 5 ou 
eex^ 


pour bafe , ell 


gravité , eft 


3 bb 
ee x' 

J t bb 


donc la diilance du centre de 


f4 i } x) 


eex* 


-, ou i (4 ^ — 3 *) 


ibb 

ou 4 — i * ; or lorfque * = b = AC; cette quantité 
fe réduit à i b ; donc la hauteur Cg' du centre de gravité 
C , au-delTus de la bafe ell , j 4 . 

Soit maintenant le centre de gravité de la bafe, la 
ligne A g paflëra par le centre de gravité C de la pyie- 
mide ; Sc les parallclés G/ÿ' bi g C donneront C g' ou 
^ b i AC oxL b i i Cg A g ; donc C g »= à ^ g }: 

T ii) 
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ce qui confirme ce que nous avons «lit (sfi) & (ait voir 
que pour touœ pyramide , le centre de gravité de U (blidité , 
e(l au quart de U diftance du centre de gravité de la bafe, 
au fommet. 

2.66, Quant aux folides de révolution, la valeur 
de J r ( 78 ) eft généralement ; ainfi l’expref- 

Xr f 

(ion de la diftance du centre de gravité , pour ces 

y ey' r* — x) dx 
X T 

folides , eft généralement j 


x6t. Appliquons d'abord cette formule , au cône tranqué 
faifant partie d’un cône droit (fig. 7^), 

Soit m le rayon BD de la plus grande ba(è , & n le 
rayon j4C de la plus petite. Si on conçoit A Q paral- 
lèle t la hauteur CD y & qui rencontre en O celui des 
rayons P JU de la tranche MLM', qui eft dans le plan 
du trapèze ACDB, on aura AQ^ ou CD : BÇ :: AO 
pu CP : Mo } c’eft-i-dire , en nommant CD y hj 
CP y Xi P M , y ; h ; 01 — n:: x % y — n; donc 

* = ^ (y - n)-^ te dx = Or, 

m — 71 ’ m nr 

)ci , on a é = A ; donc i — x 1 = A — (y — n) xs 


fl , , , - cy* (é — x) dx 

(m — y) ; donc / i — 1 i-r-, ^ 

pt — n X r 

ch' r T. r \ J 

' — ("t—y) — -, 

i r {m ny x r (m «— n)* 

C m y* Y<\ ^ cA* 

J - 1 - C= ; (4 my* — 3J'^)+ 

J 4/ 1 4T- (tb — n;*" ' 

Pour déterminer la confiante C , j’obferve que l’in- 
(égrale ou la lômme des momens doit être zéro aq 
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point C , c’eft-à-dire lotfque y = n. On a donc 

— ( it mn> — jn«;-j-C = o,ou 

a 4 /■ ( m — n )* . • 


~ X ^ r ( m nÿ ~ 3 • «looc la (ôrame 

des_ moment depuis C jufqu’au point quelconque P , eft 
c A» 

'x rm - ‘ 

& par confcquent depuis C jufqu’en D , elle eft 

~ 7 {m - ny (4m’-3-»*-4mn’-t-în4), o« 
ch^ 

( m* — 4 m n» -f- } «< ) , on 

X ^ r ( m — ny ' i i • 

chy 

^ ( m* -f- a ni n + 3 n* ) > ü ne s’agit donc plus 

que de divifer cette quantité par la folidicé du cône tronqué, 
qui e(l facile â avoir , & dont nous avons d’ailleurs donné 
l’exptelTion {^Alg. iif). 

Si l’on vouloir avoir la dlAance C C du centre de 

gravité du tronc de cône ANN''Q {fig^ 7Î ) creufé 
cylindriquemcnt , & concentriquement à Ton axe ^ de 
l’expreflion qu’on vient de trouver pour le moment du 

cône tronqué , on retrancheroit le moment du cylindre 
intérieur conlidéré comme de meme matière que le tronc > 
c’eft • i • dire qu’on retrancheroit le produit dé ce cylindre 
par la moitié de fa hauteur, & on diviferoit le rcAe par la 
folidité du tronc évidé ; folidité que nous avons cnTeigné d- 
déterminer {,Alg, x\%). 

D’après ces principes , il eA facile de déterminer le 

centre de gravité d’une pièce de canon KL {fig^ 76), 

dont les trois parties principales comprilês entre AB, 
BC, CD, font trois troncs de cônes évidés de l’efpècc 

de la ^gur< 75. Comme on a , par ce qui précède , 

Xiv 


Digitized by Google 


Cours 


ap5 

1 

’exprefTion du moment de chacun de cet troncs à Tégard 
de Ca ba(ë , on l'aura facilement â l’égard de l’extrémité K 
du bouton de la cuIalTe , en ajoutant , pour chacun y le 

produit de ce tronc par la dillance de Ca plus grande 

bafe , au point K. A cette (bmme de momens on ajoutera 

celui de la culafle Sc du bouton , & ceux des orneraens , 
moulures & tourillons , eftimés grolTièrement ; & divilânt 
le tout par la malTe totale de la pièce , on aura fa diC- 
tance du centre de gravité de la pièce , à l’extrémité A' 
de (ôn bouton/ 

On pourroic meme , à la rigueur , déterminer par les 

principes donnés jufqu’ici , les momens des moulures ; 
mais H fera fufhlânt , dans la pratique , de prendre pour 
moment de chacune , le produit de Ca (ôlidité par la dif- 
tance du point X, au point de l’^xe où répond le müieti 
de cette moulure. 

Prenons, pour fécond exemple, les (cgmens de la 
fphère. I,e diamètre étant a ; l’ablcilTe AP , x {fig. 7?) ; 
l’ordonnée P J/, y ; on a y y s= a?c — xx; ainfi la 
(ômme des momens des tranches élémentaires du fêgment 
AM LM’ A pris par rapport à un axe quelconque A' A", 

fera f — — (b — *) ( a x — **) d x, 

•’ar 

Ponc par rapport au centre C, où ^ = ; a, elle (ëra 
— (ax — xx) dxy 

ç 

ou f Ci au*-— i axx -+• x>J d Xy 

ou fi aux» — Ju*' 

^ c , ' c 

■ue l’on peut réduire à a’ ( a — x )*. Mais — — .-ç» 
* O r or 

pyorime U furface du cercle qui auroit j our diamètre la 
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iiauteuc A P ia legmcnt; on a donc C P' x cer. A P pour 
le niomenc de ce fegnienc par rapport au centre C, Ainfi di- 
vilant par la folidité du fi-gment <]ui eft facile d avoir 
(Leom, i^SJ , on aura la dillance du centre de graviid de 
ce fcginent, au centre C Je la fphère. 

D'après cela , il eft facile d’avoir le centre de gravité G 
d'une bombe ( fig, 78 ). Il faut du moment de la fphère 
entière pris pat rapport à un point quelconque , retrancher 
le moment de la fphère intérieure , & ajouter le moment du 
culot , pris par rapport au même point , & divifer le tout 
par la maffc de la bombe. Or ti on prend le centre C pour 
le point à l’égard duquel on confidère les moroens , le mo» 
ment de la fphèie entière & le moment de la fphère inté- 
rieure, font chacun zéro; donc il faut feulement divilêt le 
UMment du culot pris par rapport au centre de la bombe; pat 
la maflë de la bombe ; le quotient fera la dillance C C du 
centre de la bombe, à fon centre de gravité, abllraéiion faite 
des anfes, 2tc. 

Si on veut avoir le centre de gravité de la bombe lotC- 
qn’ellî ell chargée , alors il faudra prendre la d'ilTcrence du 
moment du Icgmen: qu’occupe la poudre d celui du fêgmeni 
qui forme le culot , & qui fe déterminent chacun comme il 
a été dit ci-dclliis ; mais en obfervant de multiplier chacun 
par fa pefanteur fpéciSque , c’eil-.i-dire le premier par le 
poids d’un pied cube de poudre , & le fécond par le poids 
d’un pied cube de fer , fi on a évalue la folidité en pieds 
cubes; après quoi on divifera cette diO'ércncc, par le poids 
total de la bombe Sc de la poudre. 
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Propriétés des Centres de gravité. 

a 6 g. Il eft clair , par ce que nous venons de 
jàUe fur les centres de gravité , & par ce que nous 
avons dit fur la rèfultante de plu&eurs forces paral- 
lèles, que n toutes les parties d’un corps ou d’un 
fyRème quiconque de corps , ont Chacune la même 
vîtefTe , ou tendent à fe mouvoir avec la meme 
vîtefTe ; il e(l clair, dis-je, que la rèfultante de tous 
ces mouvemens palTe par le centre de gravité de 
ce corps, ou de ce fyftème de corps, & que par 
conféquent le fydeme fe meut ou tend à (ê mou- 
voir, comme fi la totalité des malTes étoit concen- 
trée au centre de gravité , & étoit animée d’une 
VîtefTe égale à celle qui anime chacune des parties. 

270. D’où Ton doit conclure réciproquement, 
que fi Ton applique au centre de gravité d’un corps 
ou d’un fyfième de corps une force quelconque ; 
toutes les parties égales du fyficme partageront éga- 
lement ce mouvement , s’avanceront toutes avec 
une égale vîtelTe, que l’on aura (158; en divifant 
la quantité de mouvement appliquée à ce centre * 
par la maffe totale du corps ou du fyficme de 
corps. 

En cfTcc , la rdfiiltance de tous les mouvemens que Ici 
paitics du lyllèine prendront , doit érre la meute paus 
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ù quantité & pour (a direéiion, que la force impiimée. Oc 
fi quelqucf-uDcs des parties prenoient plus de vitefTe que 
d'autres , on irouvcroit facilement que la réfultame de ces 
mouvemens ne pafTeroit pas pat le centre de gravité , & on 
le verra encore plus clairement pat la fuite. 

271. Et puifque pIuGeurs forces appliquées i 
un même point , fe réduifent ( en vertu des prin- 
cipes précédens ) à une feule ; il faut en ccmclure 
généralçment, que quelques forces que l'on applique 
au centre de gravité d'un corps ou d'un fyjlème de 
corps ^ en quelque nombre quelles [oient ^ tr quelque 
direBion quelles aient ,• toutes les parties de ce 
corps , ou de ce fyjUme de corps , prendront une 
vitcjje égale f laquelle aura la même direSion que 
la réfultante de toutes ces forces , &■ fera égale à 
la quantité de mouvement qui repréfente cette force 
réfultante f divifée par la majfe totale du corps ou 
du Jyjïime de corps, 

272. D’où l’on doit conclure que tant que les- 
forces qui agijfent fur un corps fe réduiront ou pour- 
ront être réduites à une feule dont la direBion paf- 
fera par le centre de gra ité , ce corps ne tournera 
point autour d% fon centre de gravité. 

273. Mais fi les forces qui agilTent fur un corps 
ne peuvent être réduites à une feule ; ou H pouvant 
îtrç réduites à une feule, la dircéllon de celle-ci 
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ne pafle point par le centre de gravîtî, llorstii^te* 
les parties du fyftème ne feront pas mues d*un mou« 
vement commun. Néanmoins le centre de j ravité 
fera mu de la meme manière que H toutes ces 
forces y étolent immédiatement appliquées. C’eft 
ce qu’il s’agit de faire voir aétaellement. 

274. Suppofons d’abord trois corps M,N,P^ 
(■fii’ 19 ) fuivant des lignes parallèles AD, 
BE, CF fîtuées ou non Htuées dans un même 
plan J & mus avec des vitelTes repréfentées par les 
lignes AD, BE, CF. Suppofons que G foit le 
centre de gravité de ces corps lorfqu’ils font en 
A , B, C; & G' leur centre de gravité lorfqu’ils 
font arrivés en D,E,F où ils arriven- en meme 
temps , puifque leurs vîtelTes font repréfentées par 
AD, BE, CF, Si l’on mène la ligne GG', je 
' dis qu’elle fera parallèle à ces lignes ; qu’elle fera 
la route que le centre de gravité G fuivra pendant 
le mouvement des corps ; & que ce centre de 
gravité G la décrira uniformément. 

1°. Il eft facile de voir que la route du centre de 
gravité fera parallèle aux lignes AD ,BE,bcc. car 
à quelqu’endroit qu’on fuppofe ce centre dans un 
indant quelconque, fi on imagine un plan qui pafTe 
par ce centre, la fomrae des momens , par rapport 
à ce plan , doit être zéro ( 23 8 ). Or fi l’on conçoit 
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un plan parallèle aux dire<ftions des corps , & palTant 
par le point G, les momens, par rapport à ce plan, 
ne peuvent manquer d’être zéro pendant tout le 
mouvement; car les corps, dans leur mouvement, 
font fuppofés ne pas s’écarter de ce plan ; leurs 
dillances à ce plan font donc toujours les mêmes ; 
donc les momens font audî toujours les mêmes ; 
mais au commencement , du mouvement , c’e(l~à- 
dire , lorfque le centre de gravité étoit en G , leur 
fomme étoit zéro ; donc elle eft encore zéro , en 
quelqu’endroit de leurs direâions que les corps fe 
trouvent ; donc le centre de gravité eft toujours 
dans un plan parallèle aux direâions des corps, & 
qui pafte par la première pofltion G de ce centre. 
Et comme , dans ce raifonnement, rien ne déter- 
mine la pofltion de ce plan , fînon qu’il doit être 
parallèle aux direâions des corps Af, N, P, & 
pafTer par le point G; on prouvera de même, que 
ce centre eft dans tout autre plan parallèle aux 
direâions des corps, & paftant par le point G 
il eft donc dans l’interfeâion commune de ces plans ; 
donc le centre de gravité fe meut fuivant GG' pa< 
rallèle aux direâions de ces corps. 

a°. Je dis qu’il fe meut uniformément ; c’eft- 
à-dire, que fi lorfque les corps M, N, P, &c. font 
arrivés en a, b , c, &c. on fuppofe que le centre 
de gravité eft en g, on aura G G' : G g : : A D 
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: Aa : : BË : B b : : &c. c’eft-à-dire , que 
les efpaces décrits en même temps , par le centre 
de gravité J Sc par chacun des corps , feront comme 
leurs vîtefTes. 

En effet, C on conçoit un plan fepréfenté par 
R S f auquel les diredlons des mouveœens foienc 
perpendiculaires ; oii aura , par la nature du centre 
de gravité N x BI -4- P 

X CL i*= (Af -+- // H-‘P) X GA’. Et par 
la même raifon , lorfqulls font en D , £ , F, on 
-a M 'k DH -i- AT X £I h- P X fl =! 

( ^ -4- P ) X G' A. Si de cette équation on 

-xetranche la première, on aura (en faifant attention 
-que H A H = AT), £ I — ' 
Bl ='BE, Sic.) M X AD N x B £ — 
^P'x -CF «= (A/ H- Af -t- F) X GG'. Donc 
■ pat la meme raifon , lorfqu’ils feront en a , b , c, 

• on aura M x Aa N x B b — P x Ce s= 
(M N P) X G g. 

Or puifque A a, Bb, Ce font décrits unifor- 

• mement, dans un même temps, ces efpaces 
-doivent- être entr’eux comme les vîtelTes AD , BE , 
CF; on a donc AD : BE : : Aa : Bbi 

■ , T, » ^ BE 

AD :CF::Aa Ce; donc B b = — > 

, Ce *=> — — .Subftituant ces valeurs dans notre 

' ietnière équation St chaffant le dénominateur AD, 
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elle fe change en (MxAD-^N>i B E — 
P X CF) X Aa = ( Af AT 4- P) x 
G g X AD. Enfin divifant cette équation , par 

celle ou entre GG', on a a = d’où 

ce 

l’on tire GG' : G g : : A D : Aa j ce qu’il s’a- 
giflbit de démontrer. 

Obfervons maintenant que l’équation où entre 
GG', donne GG' = AIT+Nx£^E -P x CF 

Or les lignes AD ^ BE, CF, GG', font les 
vitelTes des corps M, N , P , 8 c du centre de 
gravité G; par conféquent Mx AD, N x BE, &c. 
font leurs quantités de mouvement. Donc puifque 
le raifonnement que nous avons fait jufqu’ici, ne 
dépend point' du tout du nombre des corps, on 
peut conclure généralement ; i*. que fi tant de corps 
que Von voudra , décrivent ’ uniformément des lignes 
parallèles , le centre de gravité décrit aujfi unifor- 
mément une ligne parallèle à celles- Id. 2*. Que fa 
viteffe efi égale à la fomme deS quantités de mou- 
vement des corps qui vont dans un fens , moins la 
fomme des quantités de mouvement de ceux qui vont 
en fens contraire , le tout divifé par la fomme des 
majfes. 

27 J. Si quelques-uns des corps étoient en repos; 
la vkelTe de ces corps étant alors zéro , la quantité 
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de mouvement feroît aulîî zéro ; ainfi elle dlfpa- 
roîtroit dans le numérateur de la fraéllon qui ex- 
prime la vîtefle du centre de gravité. Mais cela 
ne changeroit rien au dénominateur qui fera toujours 
la fomme de toutes les mafTes. 

275. Si la fomrne des quantités de mouvement 
des corps qui vont dans un fens étoit égale à la 
fomme des quantités de mouvement de ceux qui 
vont en fens contraire , le numérateur de la fraôion 
qui exprime la vitelTe du centre de gravité, feroit 
zéro. Ce céntre de gravité feroit donc en repos. 
Donc quels que foient les mouvemens parallèles de 
plufieurs corps , leur centre commun de gravité 
tefte en repos , quand la fomme des quantités de 
mouvement de ceux qui vont dans un fens , eft 
égale à la fomme des quantités de mouvement de 
ceux qui vont en fens contraire. 

277. Puifque les quantités de mouvement 
repréfentent les forces (158^; & que la réfultante 
de pluGeurs forces parallèles (2ip) e(l égale à la 
fomme de celles qui agilTent ou tendent à agir dans 
un fens , moins la fomme de celles qui agilTent , 
ou tendent à agir dans un fens contraire ; concluons 
donc que fi plufieurs forces parallèles font appliquées 
aux différentes parties d'un fyfième quelconque de 
eorpsy le centre de gravité de ce fyfième fe meut 

comme 
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comme fi ces forces lui éioieni imirédiatemcnt appli- 
quées. 


278. Que les corps , en quelque nombre qu’ils 
foient , fe meuvent maintenant fulvant des lignes 
droites quelconques. Si on imagine deux lignes 
droites que'conques perpendiculaires cntt’clles ; Sc 
à leur point de rencontre , une troifième qui loit 
perpendiculaire à leur plan ; on peut toujours 
décompofer la vîtefTe de chaque corps , en trois 
autres parallèles à ces trois lignes. Or il fuit de 
ce que nous venons de dire , que le mouvement 
du centre de gravité en vertu des mouvemens 
parallèles à l’une de ces lignes , fera parallèle à cetté 
meme ligne , fera uniforme , & que fa vîtefTe 
fera égale à la fomme des quantités de mouve- 
ment * eftimées parallèlement à cette ligne , divifee 
par la fomme des mafles. Donc fi l’on conçoit 
que l’on ait déterminé , par ce principe , le mouve- 
ment du centre de gravité parellèlement à chacune 
de ces trois lignes, & qu’enfuite on compofe ces 
trois mouvemens pour les réduire à un feul, (ce qui 
eft poffible , puisqu’ils font appliqués à un meme 
point) on aura la route unique du centre de gravité. 


* C'ed par abrévutioft que nous 
dlfout feulemenc, la Tom ne des 
quantités du mouvement : 00 doit 
tcnijoirs entendre {'i de« 

Mécanique, I, Pure. 


quamiccs de mouvement des corps 
qui vont daus un fens, moins la 
fa.nmc des .le inouvciuent 

dw* wcux qsi voiu Cil Vnt contraire* 
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Or comme les élémens qu’on emploie ici , ne font 
autre chofe que les forces mêmes qu’ont les corps , 
parallèlement à ces trois lignes , & que la force 
unique du centre de gravité fe trouve par-li com- 
pofée des forces rélultantes parallèlement à chacune 
de ces lignes, elle ne peut donc manquer d’être 
égale & parallèle à la réfultante de toutes les forces 
appliquées à tous ces corps ; donc en général 
quelles que filent les direBions & les valeurs des 
forces tppliquêa à différentes parties et un fyftime 
de corps , le centre de gravité fi meut toujours , ou 
tend à fi mouvoir, de la même manière que fi toutes 
ces forces lui étaient immédiatement appliquées, 

ayp. Dans le raifonnement précédent, nous 
avons dit qu’on pouvoit toujours décompofer la 
vitelTe de chaque corps, en trois autres, parallèles 
à trois lignes données de polîtion. Cependant ü la 
direélion de l’un des corps étoit parallèle au plan 
de deux de ces trois lignes , ou fi elle étoit paral- 
lèle à l’une de ces trois lignes , il paroît qu’on ne 
peut , dans le premier cas , décompofer qu’en deux 
forces parallèles à deux de ces trois lignes ; & que 
dans le fécond on ne peut faire aucune décom- 
pofition , en forces qui foient parallèles aux deux 
autres lignes. Nonobftant cette difficulté apparente, 
la propofition n’eft pas moins générale j car on 
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voit , par exemple , que tant que la ligne A B 
ifig. 80) n’eft pas parallèle à l’une des deux lignes 
PR , PQf on peut toujours décompofer la force 
repréfentée par AB, en deux autres AC, AD 
parallèles à ces deux lignes ; mais on «voit, en meme- 
temps , que plus A B approchera d’être parallèle à 
P Q , Sc plus la force A D diminuera ; enforte 
qu’elle deviendra zéro , quand A B fera parallèle à 
P Q. Donc , dans ce cas on n’eft pas moins cti 
droit de fuppofer une décompofition en deux forces , 
mais dont l’une foit zéro. Par la même raifon , on 
peut, dans ce même cas, fuppofer une décompo- 
lîtionen trois forces parallèles aux trois lignes PQ, 
Pii, P Si mais deux de ces trois forces feront 
Zéro. 

280. De ce que nous venons de dire, & de 
CS qui a été dit (zyj;, on doit conclure que le 
centre de gravité d’un JyJlime de corps, rtjîera en 
repos, fi ayant décowpofé Us forces appliquées à 
chaque partie du fyjîème , en trois autres forces pa- 
ralliUs à trois lignes perpendiculaires entr'elles , la 
fomrne des forces ou des quantités de mouvement 
paralliUmeut à chacune des trois lignes , eft léro ,* 
en prenant avec des Ggnes contraires les forces qui 
agiftent dans des fens oppofés. 

N 

aSi, Quand toutes les forces font dans ua 

V ü 
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meme plan, il efb évident qu’il fuflit de décom- 
pofer chaque force en deux autres, parallèles à deux 
lignes perpendiculaires cntr’elles , & menées dans 
ce même plan ; car les forces perpendiculaires au 
plan étant alors nulles , le mouvement du centre 
de gravité en vertu de ces forces eft nul aufli. • 

282. Dans tout ce que nous venons de dire, 
nous avons fuppofé que chacun des corps qui com- 
pofe le fyftcme , obéiiToit pleinement & librement 
à la force qui le follicite. Mais les mêmes chofes 
n’ont pas moins lieu , quand ils font contraints dans 
leurs mouvemens , pourvu que ces obificles ne 
viennent point d’une force étrangère au fydeme , 
c’eft-à-dire, pourvu qu’ils ne foient autres que ceux 
qui réfultent de la difficulté que peuvent avoir ces 
corps à fe prêter à ces mouvemens, par la manière , 
dont ils font diipofés entr’eux,ou liés les uns aux 
autres ; c’eft ce que nous démontrerons, après avoir 
expofé la loi générale de l’équilibre des corps , & 

la loi générale de leurs mouvemens. 

Principe général de l'équilibre des Corps. 

283. Quelles que foient les forces ( afiffames ou 
réfijlames ) appliquées â un corps , à un fyjîime de 
corps , à une machine, (ère. (èr quelles que foient les 
liireâions ek ces forces ; fi Von conçoit que cliàtune 
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foit iéiompofét en trois autres , parallèles à trois 
lignes tirées par tel point qu’on voudra ù’ perpen- 
diculaires entr’elles ; il faut , pour que toutes ces 
forces puijfent fe faire équilibre , que la fomme * des 
forces qui agijfcnt parallèlement à chacune de ces 
trois lignes , fait qéro. 

En effet, nous avons vu (227) que quels que 
fuffent le nombre & la nature des forces , on 
pouvoir toujours réduire toutes ces forces , à trois, 
dont les direéilons fulfent parallèles à trois lignes 
perpendiculaires entr’elles. Donc fi l’on fuppofe 
qu’il y a équilibre entre toutes les forces du fyf- 
tème , il faut qu’il y ait équilibre entre ces trois 
réfultantes, ou que chacune foit zéro. Mais ces trois 
réfultantes étant perpendiculaires entr’elles , ne peu- 
vent ni fe nuire , ni fe favorifer ; donc chacune 
d’elle doit être zéro. Or chacune d’elles ( 223 ) 
e(l égale à la fomme des forces parallèles qui lui 
feroient parallèles ; donc en effet les fommes des 
forces qui ( par la décompofition ) aglffent paral- 
lèlement à chacune des trois lignes perpendiculaires 
entr’clles , doivent être zéro chacune. 

284. Si toutes le$ forces étoient dirigées dans 


^ Nous «EMcndoos toujours ici de 
dans la fuite, par Uybmme det forces ^ 
la fomme de celles ^ui a^UTeat ou 


tendent i agir dans un Cens, moins la 
fomme de celles qui agllTcm ou cca^ 
dent i agir dans un fens pppofcr 
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un même plan, la'fomme des forces parallèles 
chacune de deux lignes tirées dans ce plan , per- 
pendiculairement l’une à l’autre , feroit téro. Et fi 
toutes les forces étoient parallèles entr’elles , il fau- 
droit que la fomme de toutes ces forces fût zéro. 
Ces deux cas font évidemment compris dans U 
propofition générale. 

28^. Remarquons bien que cette propofition 
aura toujours lieu , dans quelque cas d’équilibre que 
çe foit ; mais on auroit tort de penfer qu’elle fuffît 
pour qu’il y ait équilibre. Les autres conditions 
néceffaires pour l’équilibre, varient fuivant les qua- 
lités ou les difpofitions particulières des parties du 
fyfiême ou de la machine que l’on confidère , nous 
nous çn occuperons dans le volume fuivant : il ne 
s’agit ici que des principes généraux. 

3.86. Ce principe eft général , foit que les forces 
qui font appliquées aux différentes parties du fyfiême , 
(oient toutes agillantes, foit que quelques-unes feu<- 
jement foient agiffantes , & les autres capables feu- 
lement de réfifter ; tels feroient des appuis , des 
points fixes, des furfaces, &c. qui s’oppoferoien( 
fl l’aâion des autres forces. Car les réfiftances de 
çes obfiacles équivalent à des forces agiffantes, 
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Principe général du Mouvement. 

287. Dt quelque manière que plujîeurs corpt 
viennent â changer leurs mouvemens aEluelt , Ji l'on 
conçoit que le mouvement que chaque corps aurait 
dans l'injîant fuivant , s'il devenait libre , fait dé- 
eompofé en deux autres dont l’un fait celui qu'il 
aura réellement après le changement ; le fécond doit 
être tel que fl chacun des corps n'eût eu d’autre 
mouvement que ce fécond , tous les corps fujfent 
demeurés en équilibre. 

Cela eft évident , puifque fi ces féconds mou-* 
vemens n’ctoient pas tels qu’il en réfultâc l’équilibre 
dans le ryficme , les premiers mouvemens compa- 
fans ne feroient pas ceux que les corps auroietrt 
après le changement , car ils feroient nécefiairement . 
altérés par ceux-là. 

Ce principe eft dû à M. d’Alembert. Vayeî ià 
Dynamique. 

Conféquences qui rêfultent des deux principes 
précédens , par rapport au mouvement dtk 
centre de gravité des Corps» 

288. Concevons maintenant que plufieurs corpsj 
foit libres , foit liés entr’eux de quelque manière 
quç ce foit, (de manière cependant que rien ' 

V i< 
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n’^irujcttlfTe le fyfléme de tous ces corps ; viennent 
à recevoir des impuHlons quelconques auxquelles ils 
ne puiflent obéir pleinement, parce qu’ils fe gênent 
réciproquement ; je dis que le centre de gravité fera 
mu , comme fi tous ces corps euffent été libres. 

En effet , quel que foit le mouvement que 
chaque partie du fylfème prendra , on peut toujours 
concevoir celui qui lui eft imprimé , comme com- 
pofé de celui qu’il prendra , & d’un autre. Or 
(286) en vertu de ces féconds mouvemens, il 
doit y avoir équilibre ; donc fi l’on conçoit ces 
féconds mouvemens , dccompofés chacun en trois 
autres, parallèles à trois lignes perpendiculaires en- 
tr’ellcs , la fomme des forces qui en réfulteront 
parallèlement à chacune des ces lignes , doit être 
zéro ( 282 ). Or le chemin que le centre de gra- 
vité tend à décrire en vertu de chacune de ces 
forces, eft C275) égal à la fomme des forces 
parallèles à chacune de ces lignes , divifée par la 
fomme des corps ; donc le chemin qu’il tend à 
décrire en vertu des changemens furvenus dans le 
' fyftème , par l’adion réciproque des parties de ce 
fyflcme , efi zéro ; donc le centre de gravité ne 
participe point à ces changemens. Donc il eft mu 
'comme fi toutes les parties du fyftcme obéilToient 
librement & fans aucune perte , chacune à la force 
qui la folllcite. 
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Donc en général , l'état du centre de gravité d'un 
corps ou d’un fyftéme de corps , ne change point 
par l'aélion mutuelle des parties de ce corps ou de 
ce fyjléme. 

aSjj. Concluons delà 1* que Jî un corps ou 
un fyjième de corps tourne autour de fon centre de 
gravité , de quelque manière que ce foit j ce centre 
rcjîera continuellement dans le même état que Jî le 
corps ne tournoit pas. 

2,°. De ce même principe , & de ce qui a été 
dit plus haut fur le mouvement du centre de gra- 
vité des corps libres , Il fuit que fi un corps de 
figure quelconque , ou un affemblage quelconque 
de corps, reçoit une impulfion fuivant une dlreéHon 
quelconque AB (jfg. 8i ^.laquelle fe tranfmette 
toute entière à ce corps ; le centre de gravité G 
fera mu fuivant une ligne G S parallèle à AB, de 
la même manière que fi cette impulfion lui eût été 
tranfmife immédiatement , fuivant cette meme di- 
Teftlon G S. Et fi plufieurs forces agiffent à la fois 
fur dlfferens points de ce corps , ce centre de gra- 
vité fera mu , comme fi toutes ces forces lui étoient 
immédiatement appliquées. 

. 250, Donc C au moment où le corps eft 

frappé fuivant la direélion AB , on appliquoit au 
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centre de gravité G une force dirigée en fenS 
contraire fuivant S G , Sc égale à la force qui agit 
fuivant ^ fi , le centre de gravité refferoit en repos. 
Néanmoins il e(f évident que les autres parties de 
ce corps ne demeureroient point en repos , puifque 
ces deux forces , quoiqu’égalcs , ne font pas direc- 
tement oppofées. Or le feul mouvement que le 
corps puUTe avoir , fon centre de gravité reftanc 
en repos, eft évidemment un mouvement de ro- 
tation autour de ce centre de gravité. 

Donc Ji un corps refait une ou plujïeurs impulfions 
fuivant des direSions qui ne pajjènt point par fait 
centre de gravité; i° ce centre de gravité fera mu , 
comme Ji toutes les forces lui étoint immédiatement 
appliquées, chacune fuivant une direction parallèle 
à celle quelle a, 2“. Les parties de ce corps tour- 
neront autour du centre de gravité , comme elles le 
feraient en vertu des forces qui font acluellement 
appliquées au corps , Ji ce centre de gravité étoic 
fixement attaché. 

Nous déterminerons ces mouvemens de rotation 
dans le volume fuivant. 

On voit par-là , pour le dire en palTant , qne (î la direc- 
tion de l’effort de la poudre fur la bombe (fg. 78 ) ne paffe 
pas exa£lement par le centre de gravité G de la bombe, celle* 
ci tournera autour de G, Elle peut tourner encore par d’au* 
très caufet que nous examinerons ailleurs. 
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api. Concluons encore que fi l’état du centre 
de gravité d’un corps , vient à changer, ce ne peut 
être que par l’aâion ou par la réfiftance de nouvelles 
forces étrangères à ce corps j & que par conféquent 
ce changement fe déterminera toujours en cherchant 
la réfultante qu’auroient toutes ces forces , fi elles 
étoient appliquées au centre de gravité , chacune 
fuivant une direâion parallèle à celle qu’elle a 
aâuellement. 

Tels font les principes généraux du mouvement 
& de l’équilibre des corps folldes. Nous réfervons 
pour le volume fuivant les applications de ces prin- 
cipes , aux différens cas de mouvement & d’équilibre 
' qui peuvent fe rencontrer dans l’ufage ; & nous 
palTons à l’équilibre des fluides. 
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DE L'ÉQUILIBRE 


DES FLUIDES, 

y 

E T 

DES CORPS QUI Y SONT PLONGÉS. 


2p2. U O I Q U E nous ignorions jufqu’où và 

le degré de ténuité des parties des fluides, nous 
ne pouvons douter néanmoins que ces parties ne 
fuient matérielles ; & que par cette raifon , la lot 
générale d’équilibre & celle de mouvement que 
nous avons établies ci-defTus, tié leur conviennent 
comme aux corps lolides. Mais cette lôi d’équi- 
libre n’étant pas la feule néceflaire , ainfi que nous 
l’avons déjà dit; il nous faut examiner s’il n’y a 
point quelqu’autre loi générale dont cet équilibre 
peut dépendre. 

2 p 5 . Comme l’équilibre conCfle dans la def- 
-truAion de toutes les forces, & que aousignoroBs 
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la manière dont les parties des fluides fe tranfmetteiTt 
leurs forces les unes aux autres, ce n’efl qu’à l’ex- 
périence que nous devons avoir recours , pour 
établir nos premiers principes : nous commencerons 
donc par expofer ce que l’on connoît , par expé- 
rience , de plus certain fur cette matière. Mais 
auparavant, nous obferverons qu’il faut diftinguer 
deux fortes de fluides. Les uns dont les parties 
font ou peuvent être regardées comme abfolument 
dures , & qui , prifes en mafle , font incompref- 
lîbles ; c’efl-à-dîre , ne peuvent être réduites à 
occuper un volume plus petit que celui qu’elles 
occupent dans leur état naturel ; telle cft l’eau , & 
telles font la plupart des liqueurs. Les autres font 
compofés de parties compreflibles & élafliqueS , 
c'eft i-dire , capables d*occuper un efpace pfus petit , 
lorfqu’on les comprime , & de reprendre leur pre- 
mier état , lorfque la caufe qui les réduifoit à un 
plus petit volume, cefle d’agir; tel efl l’air. Nous 
parlerons d’abord des fluides incomprelCbles. 

ip-f. Voyons maintenant ce que l’expérience peut 
nous apprendre fur l’équilibre des fluides. 

Soit AB CD (Jîg. 8a Gr 85 ) un canal corn- 
pofé de trois branches AB y BC, CD d’un dia>- 
mètre égal. Si l’on conçoit que dans chacun de 
.ces deux canaux, on verfe de l’eau par la brancha 
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^ B , elle paiTera de la branche B C dans la 
branche CD; & lorfqu’on aura ceffe de verfer,la 
furface de l’eau contenue dans chaque branche , fe 
trouvera dans une même ligne horizontale A D 
ou EF, quelle que foit d’ailleurs l’inclinaifon de 
la branche B C. C’ed un fait très-connu , & que 
nous prenons pour principe. Voici maintenant les 
conféquences que ce fait nous fournit. 

29 J. Le canal A B CD étant rempli jufqu’eA 
A D, fl par tel point E que l’on voudra , on 
Imagine l’horizontale £ F, il eft viHble que le 
poids de l’eau contenue dans EBCF , ne contribue 
en rien à foutenir les colonnes AE & DF: 
puifque l’expérience fait voir que fi l’eau n’atteignoit 
que le point E dans la branche AB , elle n’attein- 
droit que le point F 'dans la branche DC, Sc 
que par conféquent le canal EBCF eft de lui- 
même en équilibre; donc l’équilibre dans le canal 
total auroit encore lieu fi le fluide contenu dans 
£ B CF perdoit tout-à-coup fa pefanteur. On doit 
donc regarder ce fluide comme étant feulement un 
moyen de communication entre la colonne A E 
Sc la colonne DF; enforte qu’il tranfmet à la 
colonne D F toute la prefiion que la colonne A B 
exerce fur lui ; & réciproquement il tranfmet à 
celle-ci la preffion que DF exerce fut lui. 
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■ Il n’eft pas moins évident que la meme chofe 
9uroit lieu. Il au Heu de la colonne AE Sc de h 
colonne DF on fubftituoit deux preflions de même 
. valeur : on peut donc de-là , conclure en général , 
que Jt un fluide fans pefanteur t(i renfermé dans 
KH vafe quelconque ; Gr qu ayant fait une ouverture 
à ce vafe , on applique une prejjîon quelconque à 
cette ouverture , cette prejjîon fe répandra également 
dans tous les fens. Pulfque l’inclinaifon de la branche 
BC (fig, 83) n’empcche pas que les chofes ne fe 
palTent de la même manière que dans la flg. 82. 

2ÿ6. Il eft facile de voir maintenant , que non- 
feulement la preflion fe tranfmet également dans 
tous les fens ; mais encore qu’elle agit perpendicu- 
lairement fur chaque point de la furface du vafe 
qui renferme le fluide. Car lî la preflion qui agit 
fur la furface ^n’agilToit point perpendiculairement, 
il efl facile de voir qu’elle ne pourroit être détruite 
entièrement par la réfiftance de cette furface , que 
nous fuppofons d’ailleurs fans frottement ; il en ré- 
fulteroit donc une aâion fur les parties du fluide 
même , laquelle ne pouvant manquer de fe tranf- 
xnettre dans tous les fens ( 25)4 ) , occafîonneroit 
héceflairement du mouvement dans le fluide; il ne 
lêroiit donc jamais poflible qu’un fluide redit en équi- 
libre dans un vafe ; ce qui eft contraire à l’expérienceu 
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ap7. Concluons donc de - U que (î les parties 
d'un fluide contehu dans un vafe quelconque 
A B CD (Jîg. 84 J ouvert vers la partie A D‘, 
font follicitées par des forces quelconques , & 
demeurent néanmoins en équilibre , ces forces 
doivent être perpendiculaires à la furface A car 
s’il y a équilibre , cet équilibre ne fublîflera pas 
moins (I l’on applique uiie enveloppe de meme 
figuie que la furface AD; or nous Venons de 
voir que dans ce cas, les forces qui agiflent fur 
la furface AD doivent être perpendiculaires à cette 
furface. 

3^8; Suppofohs ddnc que les forces qui agiflent 
fur les parties du fluide , font la pefanteur même i 
8 c alors nous conclurons que la direâion de la 
pefanteur efl néceflairement perpendiculaire à la 
furface des eaux tranquilles; & quë par conféquent 
lei partiel d’un mime Jluide ptfant doivent être de 
niveau pour itre en équilibre , quelle que fait £ ailleurs 
id figure du vafe qui let renferme, 

spp. Concevons maintenant , que le vafe A B CD 
(fig. 8 f) étant fermé de toutes parts, foit templi 
d’un fluide fans pefanteur ; & qu’ayant fait une 
très • petite ouverture en £ , on y applique une 
preflion quelconque; il eft évident que la prefOon 
qui en réfultera fur la furface plane repréfentée 

Mécanique. I. Parte X 
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par BC, ne dépendra nullement de h quantité de 
fluide contenu dans ce vafe, ni de la figure du vafe; 
mais que puifque la prelfion appliquée en E fe 
tranfinct également dans tous les fens (apj) , celle de 
BC fera égale à la prefllon qui agit en £, répétée 
autant de fois qu’il y a de points dans B C. 

300. Par la meme raifon , la prefiion appliquée 
en E agira pour écarter le fond fupérieur A D ; Sc 
la force avec laquelle elle agira, fera , pour chaque 
point , égale à la prefiion qui agit en E ; enforte 
que le fond A D prefifé perpendiculairement du 
dedans au dehors avec une force égale à la prefiion 
qui agit en £, répétée autant de fois qu’il y a de 
points dans A D. 

301. Imaginons maintenant que le vafe 

A B C D E F ( ftg, 86 ) , dont la partie C D eft 
horizontale , foit rempli d’un fluide pefant. Je dis 
que la prefiTion qui en réfulte fur le fond CD , ne 
dépend nullement de la quantité de fluide contenue 
dans le vafe , mais feulement de la grandeur de 
CI>, & de la hauteur de la furface AF ^ au-def> 
fus de la bafe C D. • 

En effet , concevons l’horizontale BE , & 
imaginons que le fluide contenu dans BCDE, 
devienne tout-à-coup fans pefanteur i il efl évident, 
par ce qu’on vient de dire ( 259 ) , qu’un filet 
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Vertical quelconque 7 K du fluide pefant contenu 
dans AB EF, exerce au point K, une prellion 
qui doit fe répandre égalen':ent dans tout le fluide 
B CD E ; que cette preflion agit également de 
bas en haut pour repouflTer l’action de chacun des 
autres filets qui répondent verticalement aux dif- 
férents points de BE; donc le filet IK fait, lui 
feul , équilibre à tous les autres filets de la maffe 
A B E F ; donc la mafTe BCDE étant toujours 
fuppofée fans pefanteur , il ne réfulte d’autre preflion 
au fond CD , que celle du filet IK , laquelle fe 
tranfmettant également à tous les points de C D , 
y occafionne une preflion égale à celle qui s’exerce 
au point K , répétée autant de fois qu’il y a de 
points dans CD. " 

Donc fi on imagine {Jtg. 87) un fluide pefant 
contenu dans A CD F, divifé en tranches hori- 
zontales ; la tranche fupérieure ne communique pas 
au fond CD d’autre aâion que celle que com-a 
muniqueroit le filet ab ds même hauteur que cette 
tranche ; & la m€me chofe ayant lieu pour chaque 
tranche^ le fond CD n’eft donc prefTé que comme il 
le feroit par la fomme des filets ab, bc, cd , &c. & 
puifque cette preflion fe tranfinet également à tous les 
points de CD , elle eft donc égale à CD multipliée 
par la fomme des preflions que les B\etsab,bc,c(^ 
font capables d’exercer fur un meme point.- 

X ij 
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Donc i* fl le fluide A CD F efl homogène , 
cefl - à - dire , compofé de parties de même nature , 
de même pefanteur , Cyc. la prejjlon fur le fonds 
CD^ fera exprimée par CD X agj c'eft -àrdire , 
fera mefurée par le poids du prifme ou du cylindre 
qui aurait CD pour bafe & ag pour hauteur. 

2®. Si le fluide efl compofé de tranches de dif- 
férentes denfliés , la prejjion fur CD fera exprimée 
par CD multipliée par la fomme des pefanteurs 
fpécifiques de chaque tranche ; je dis par la fomme 
des pefanteurs fpécifiques * & non par la fomme 
des poids : car ce n’eft point de la quantité de 
fiuide contenue dans chaque tranche, que dépend 
la prefCon , mais feulement de la pefanteur propre 
il’un filet. 

Il faut bien obferver que ce que nous difons 
ici , a lieu , foit que le vafe aille en s elargifiant 
par en haut, foit qu’il aille en fe rétrécifiant, comme 
dans la figure 8^. La prefiion que le fiuide ren- 
fermé dans A CD F, exerce fur CD, eft la même 
que celle qu’exerceroit le cylindre ECDG, s’il 
étoit rempli de fiuide à même hauteur. 


502. De ce qui précède , il eft facile de con- 
clure que fi deux fiuides N H C B FL & EFLM 


• Ou doit fe rappcller ici ce 
^ue nous evoai dé)a dit ailteuri. 
que la pefiuiKiu rptcifi<]ue d'uat 


matiite quelconque , ell la pcCui- 
■eur abfolue d‘nn Toluiae conou 
de cen« matiirc. 
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ijîg- Sp ) homogènes chacun , mais de différente 
denfîté, l’un à Tégard de l’autre, fe communi/^uent 
en FL, dans un vafe quelconque, ils ne peuvent 
être en équilibre qu’autant que leurs hauteurs E F, 
IK , au-deffus du point horizontal FL de réparation , 
feront en raifon Inverfe de leurs pefanteurs fpéci- 
tiques. En effet, le fluide LFBCGO pouvant 
être de lui-mcme en équilibre ( 2p8 ) , Il faut que 
NHCO puifle faire équilibre à EFLMj il faut 
donc que la preflion que NHGO exerce de bas 
en haut fur FL foit égale à celle que EF LM 
exerce de haut en bas fur FL. Or (301) la 
preflion que NHGO exerce fur FL, eil égale aa 
poios d’un prifme ou d’un cylindre de ce fluide , 
qui auroit IK pour hauteur, & FL pour bafe; 
d’ailleurs ce poids efl égal à la pefanteur fpéciflque 
multipliée par le volume j donc G on nomme P 
cette pefanteur fpéciflque, il aura pour expreflion 
P X / X X F L. Par la même raifôn , fl l’oit 
nomme p la pefanteur fpéciflque du fluide EFLM,^ 
on aura p x E F x F L pour la pefanteur ab- 
folue de ce fluide , ou pour la preflion qu’il exerce 
fur FL. 11 faudra donc que P x IK x FL =s 
P X EF X FL, ou que P x /X = p x EF,* 
donc P î P : ; EF : /X; les hauteurs EF, IK 
doivent donc être en raifon inverfe des pefânteurt 
fpéciflques< 

X ii^ 


Digitized by Google 



C O ü K ,S 

Ainfi , pir exemple, Ci L F B C H N itoit Ju mercure ^ 
& E F L M de l’eau ; comme le mercure eft quatorze (bis 
auflï pefjtit que l’eau, il (audroit que la hauteur IK fût 
quatorze fois plus -petite que EF; e’eft-à-dire, fût la 
quatorzième partie de EF, quelque ligure qu’ait d’ailleurs 
le rafe. 

Par ce que nous avons dit jufqu’ici , on voit donc 
que la manière d'agir des fluides cfl bien differente de celle 
des folides. Il n’y a, à proprement parler, (fig. 87) que 
la parue E C D C qui exerce fon adfion fur la furface C D; 
& (/ig. 83 ) la furface C ü e(i prelTèe pat C D F comme 

elle le icroii par tout le poids du fluide contenu dans le 
cylindre È C D C ; au lieu que lî c’étoit un folide , (i par 
exemple , le fluide A C D F venoit à fe glacer , le fonds 
fupporteroit une prelfion égale au poids de la totalité A CD F 
(Jig. 87) & au poids de AC D F lèulemenc (fig. 88). 

304. Mais il faut bien d,iftinguer ici, entre la prelTion que 
]e fonds CD éprouve de la parr du fluide, & celle que l'on 
auroit à fbutenir lî l’on vouloir porter le valê. Il efl fur que 
fl le fonds C D venoit i fe détacher , il ne faudroit employer 
aune chofe pour l’arrêter (fig. 87) qu’un effort égal au poi.ls 
du cylindre E C D G ; mais fi l'on vouloir porter le vafe , 
il faudroit employer un effort égal au poids de l’eau contenue 
dans tout le valê , c’eft ce qu’on va voir après que nous au- 
rons donné la manière d’évaluer la preflîon fur les furfaces 
flancs obliques , & fur les furfaces courbes. 

305”. Soit A CD F (Jîg. ÇO & pi ) la coupe 
verticale d’un vafe terminé par des furfaces planes 
Ç'a courbes , inclinées comme on le voudra , à 
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l’horizon. Si l’on conçoit une tranche infiniment 
mince abdc , on peut faire abftraâion de la pe- 
fanteur de ceRe tranche ; & confidérer cette trancha 
comme prefiTée par le fluide fupérieur. Or cette 
preflion fe répand également à tous les points de 
la tranche , & agit perpendiculairement & égale- 
ment fur chacun des points des faces ac, bd. Donc 
puifque ( 301 ) cette force eft celle que le filet feul 
J K feroit naître , la preflion qui s’exerce perpen- 
diculairement fur bd fera exprimée par bd ^ IK; 
& il efl évident qu’il en fera de meme fi au lieu 
de regarder b d comme une petite ligne droite , 
on la regarde comme une petite furface. 

305. C’eft donc à dire , en général , que la 
pre£ion qui s'txtrce perpendiculairement fur une fur- 
face infiniment petite quelconque , par un fluide 
pefint îï homogène , s'cfiime par le produit de cette 
furface , multipliée par fa diflance à la ligne de 
niveau AF, &* par la pefanteur fpcciflque de ce 
fluide. , - . . 

307. Donc la preflion totale qui s’exerce fut 
une furface plane quelconque fituée comme on le 
voudra, eft égale à la fomme des. produits des 
parties infiniment petites de cette furface , multi- 
pliées chacune par fa diftance au plan de niveau * 

X iv 
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ou à la furface fupérieure du fluide» & par 
pcfanteur fpéciflque de ce fluide. Mais par la nature 
du centre de gravité , la fomme des produits de 
chaque partie par fa diflance à un plan fixe, eft 
égale au produit de la furface totale, muldpUée par 
la diflançe de fun centre de gravité au même plant 
donc la prejjîoa qu’un fiuiie pefant exerce contre une 
furface plane oblique , a pour mtfure le produit de 
eette furface par la diflançe de fon centre de gravité 
nu plan de niveau ^ & par la pefanteur fpécifique du, 
f tilde, 

308. Comme les prefllons qui s’exercent fur 
çhaque point d’une même furface plane , font per- 
pendiculaires à la furface , & par conféquent paral- 
lèles çntr’ellcs , la réfultante ou la prelHon totale 
doit (206) leur être parallèle*, or, comme nous 
venons de déterminer fa valeur , ainfi que celles de 
chacune des preflions partielles, il fera aifé, par ce 
qui a été dit (2ip), de déterminer quand on en 
aura befoln , par où pafle cette réfultante , qui , 
çomme il eft aifé de le voir, ne doit point pafler 
par le centre de gravité G de cette furface (^g. $2 ) , 
mais à quelque diflançe au - deflbus.N II n’y a que 
dans le cas où la furface efl infiniment petite, qu’on 
peut fuppofer que la prelEon totale palTe par le centrq 
de gravité de cette furface inclinée. 
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30p. Voyons maintenant ce qui réfulte do 
toutes ces prenions , dans le fens vertical & dans 
le fens horizontal. 

Quelle que foit la figure d’un corps , on peut 
toujours concevoir ce corps , comme ra0emblage 
d’une infinité de tranches parallèles entr’elles , & 
fe reptéfenter la furface du contour de chaque 
tranche, comme l’afTemblage de pluficurs trapèzes 
dont le nombre efi infini , quand la furface eft 
courbe, Âinfi , pour évaluer ce qui réfulte de la 
prefiion qu’un fluide exerce , foit fur les parois 
intérieures d’un vafe, foit fqr la furface extérieure 
d’un folide qu’on auroit plongé dans ce fluide, il 
faut évaluer ce qui réfulte de la preflion fur la fur- 
face d’un trapèze d’une hauteur infiniment petite. 

Concevons donc C^g, p3) un trapèze ABCD 
dont les deux côtés parallèles foient AB ^ CD, 
Sc dont la hauteur foit infiniment petite. Qu’au 
centre de gravité G de ce trapèze, on ait appliqué 
perpendiculairement à fou plan, une force P dont 
la valeur foit exprimée par le produit de la furface 
de ce trapèze , multipliée par la diflance GG' de 
fon centre de gravité à un plan horizontal XZ. 

‘ Pour déterminer l’effet de cette force , tant dans 
le fens horizontal , que dans le fens vertical , je 
conçois par la ligne CD un plan vertical CDFE, 
Çi par la ligne A B que je fuppofe horizontale , 
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j’îmagine le plan horizontal À FE B. Et ayant 
mené les lignes verticales CE, B F qui rencontrent 
ce plan en £ & en F, je mène BE & y^Fj enfin, 
par la diretSion GP de la force P, je conçois un 
plan KIN auquel C D foit perpendiculaire , &: dont 
H G K & HI font les interfedions avec les deux 
plans ABCD, FECD; ce plan fera perpendi- 
culaire aux plans ABCD, FECD [Géom, 190), 
puifque C D efl leur interfedion commune; enfin 
du point K pris fur AB Sc H K , ]e mène Kl 
perpendiculaire au pian FECD; cette ligne ne peut 
manquer d’etre perpendiculaire à H I. 

Cela pofé , je de'compofe la force P en deux 
autres qui foient dans le plan KIH prolongé, & 
dont l’une GL foit horizontale ou perpendiculaire 
au plan FECD, Sc l’autre, GM, foit verticale. 
J’aurai donc en nommant L & M ces deux forces , 
êi formant le parallélogramme GMNL fur la 
ligne GiVprife arbitrairement pour diagonale , j’aurai 
( 201 ) P : L : M : : G N : G L : GM, 
ou : i GN : GL : LN. Mais comme le triangle 
GLiV a fes côtés perpendicu’aircs fur ceux du 
triangle KIH, ces deux triangles font femblablcs 
(Gc'om. iii), & l’on a G N : GL : LN : ; 
HK : HI i IK; donc P : L : M : : H K 
I H I : J K. Multiplions ces trois derniers termes 

R * 4 " J) • I . 

par P X Gu, ce qui np enangera point 
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leur rapport ; & nous aurons P : L : M : : HK x 

££-±-££ X GG' : HJ X X GG' 

% 2 . 

; IK X dJ-±SE X GG'. 

1 

Obfervons maintenant 1° que H K x 

eft la furface du trapèze A B CD, 2°. Que puifque 
Ce Sc D F font parallèles , & qu’il en eft de 
meme de CD & EF, on a CD = EF; donc 

IK X eft la meme chofe que IK x 

Z 

£ £ ^ ^ , & par confequent eft la furface du 

trapèze AFEB. 3°. Et comme on fuppofe que 
la hauteur du trapèze A B CD eft infiniment 
petite , EF qui eft égale à CD , peut être prife 
à la place de AB & de CD , enforte que 

HIx d£±SE fe réduit à HJ x £F qui 

Z 

eft la furface du reétangle ECDF. On a donc 
P : L : M : : aB CD X GG' : ECDFx 
GG' : AFEB X GG'. Mais nous avons fuppofé 
que la force P étoit exprimée par A B CD x GG'; 
donc la force L eft exprimée par ECDFx GG'; 
& la force Al eft exprimée par AFEB x GG', 

3 J O. Concevons maintenant que des angles 
A, D, C, B, on ait mené des perpendiculaires 
fur le plan X Z, On peut fe reprefenter ces peç- 


Digitized by Googlc 



3 J 1 Cours 

pendiculaires, comme les atctes d*un prlfme tronqué 
dont la bafe horizontale fur le plan X Z , feroit 
égale à A FE B , Sc dont la bafe inclinée ABCD. 
Or comme AB Sc CD font fuppofées inBnimenc 
proches, la folidité de ce prifme tronqué n’eft pas 
cenfée différer de celle du prifme qui auroit la même 
bafe horizontale , & qui auroit G G' pour hau- 
teur ; mais cette dernière auroit pour exprefllon 
AFEB X GG' qui eft précifément celle que nous 
venons de trouver pour la force verticale M ; donc 
cette force a aulTi pour expreflion la folidité du 
prifme tronqué qui a pour bafe inclinée AB CD, 
Sc pour bafe horizontale la projeftion de A B CD 
fur le plan horizontal XZ. 

3 II. Imaginons, aâuellement un folide quel- 
conque , coupé en une infinité de tranches hori- 
zontales , telles que A B D E ab de (Jig. P4),& 
que perpendiculairement au centre de gravité de la 
furface de chaque trapèze dont on peut imaginer 
que la furface du contour de cette tranche eft com- 
pofée, on ait appliqué des forces repréfentées chacune 
par le produit de la furface du trapèze correfpon- 
dant , multipliée par la diftance de fon centre de 
gravité à un plan horizontal XZ. Ces forces feront 
les prefiions qu’un fluide pefant exerceroit fur la 
furface intérieure de la tranche ABDEabic 
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d’un vafe dans lequel il feroit contenu ; elles ferolent 
audi les prenions qu’un pareil fluide exerceroit fur 
la furfâce extérieure d’un folide qui y feroit plongé. 
Or nous venons de voir que G l’on décompofoit 
ces forces en deux autres , l’une verticale , & l’autre 
horizontale ; chaque force verticale feroit repréfentée 
par le prifme tronqué qui a pour bafe dans le plan 
horizontal XZ, la projeâion du trapèze fur ce 
plan , & qui a pour bafe inclinée ce trapèze même. 
Donc la fomme des forces verticales , ou la force 
verticale unique qui en réfulte , fera repréfentée par 
la fomme de tous ces prifmes tronqués j & comme 
la meme chofe doit s’entendre de chaque tranche 
horizontale ; il faut donc en conclure. 

1 *. Que Jî un vafe de figure quelconque A CD P 
(fig. 86) ejl rempli de fluide jufqu'd la ligne quel- 
conque AF, il ne réfulte de toutes les preffions qut 
le fluide exerce fur chacun de fes points , d’autre foret 
verticale , qu’une force repréfentée par la folidité ou 
plutôt par le poids du volume que le fluide occupe. 

2*. Que fi un corps tel que AEDBM Cfig*5>J), 
dont A I B F ejl la plus grande coupe horizontale , tji 
plongé dans un fluide à une profondeur quelconque , 
Cr que Von fajfe abJïra3ion de la prejjion qui s^exer-^ 
ceroit fur la partie fupérieure A M B ; Veflbrt vertical 
du fluide pour le foulever , ejl égal au poids du 
volume du fluide qui feroit compris entre le niveau 
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XX , la furface A. I B F E , &■ la furface convexe 
formée par les perpendiculaires alaiJféiS de tous les 
f oints du contour AIBF,/«r le plan XX. 

Si l’on confidère enfulte la prellion qui s’exerce 
fur la furface fupérieurc à la plus grande coupe 
horizontale , on voit par la même raifon , qu’il rcful- 
teroit des prdHons du fluide fur cette furface , qu’il 
en réfulteroit, dis- je, dans le fens vertical, & pour 
poulïêr le corps en bas , un clTort égal au poids du 
volume de fluide qui feroit compris entre cette 
même furface , cellp A' F' B' V de fa projedion ^ 
& celle que forment les perpendiculaires menées 
de tous les points du contour A IB F. Donc fi du 
premier effort vertical , on retranche le fécond , 
on voit que le corps eft poufle verticalement de 
bas en haut, par un effort égal au poids du vo- 
lume de fluide dont il occupe la place. 

• 312. Concluons donc généralement, que Ji un 
corps ejl plongé dans un fluide quelconque , il y perd 
une partie de fan poids ^ égale au poids du volume 
de fluide qu’il déplacet 

313. Il nous refle maintenant deux chofes à 
examiner ; la première eft de favoir par où paffe 
l’effort vertical réfultant des prefllons du fluide : 
la fécondé , ce que deviennent les forces hori- 
zontales. 
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Quant à la première, il eft facile de voir que 
cet effort vertical doit palTer par le centre de gra- 
vité du volume de fluide qui a été déplacé. En 
eflet, fi on conçoit ce volume décompofé en une 
infinité de filets verticaux , l’elfort que le fluide 
exerce pour pouffer verticalement chaque filet , eft 
exprimé (311) par le poids d’un volume de fluide 
égal à ce filet. Donc , pour avoir la diflance de la 
réfultante , à un plan vertical quelconque , il fau- 
droit multiplier la maffe de chaque filet confidérce 
comme de même nature que le fluide , par la diflance 
à ce plan , & divifer la fomme de ces produits par la 
fomme des filets; or c’efl précifément ce qu’il faut 
faire pour trouver la diflance du centre de gravité du 
volume déplacé ; donc en général la poujfce verticale 
d'un fuide fur un corps qu'on y plonge , pajfe toujours 
par le centre de gravité du volume de fluide déplacé. 

314. Voyons maintenant ce que deviennent les 
forces horizontales dont nous avons parlé ci-deffus. 

Si l’on fe repréfente toujours la tranche folide 
de la figure & que par les côtés ab, bc, &c. 
de la feéiion inférieure, on conçoive des plans ver- 
ticaux terminés par la feâion fupérieure ; ces plans 
formeront le contour d’un prifœe qui aura pour 
hauteur celle de la tranche i. & chaque face de ce 
prifme , exprimera (jop) par l’étendue de fa furface. 
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la valeur de la force horizontale qui lui é(l pér^’ 
pendiculaire. Mais comme toutes ces forces font di 
même hauteur , leurs furfaces font dans la raifori 
de leurs bafes, ab, bc, dcc. donc les forces horn 
2 ontales font entr'elles dans la raifori des côtés ab, 
&c. D’ailleurs à quelqué endroit de ces faces 
qu’elles foient appliquées , cdmme ces faces font 
d’une hauteur infiniment petite , on peut regarder 
ces forces horizontales , comme appliquées , toutes , 
dans"Ie plan horizontal abc défi chacune perpen- 
diculairement fur le milieu du côté qui fert de bafe 
à la face correfpondante du prifme dont il s’agit. 
ic dis fur le milieu , parce qü’il eff aifé de voir 
que la réfultante des prenions qui s’exercent fut la 
furface de l’un quelconque des trapèzes qui forment 
la furface de la tranche , doit pafTer par l’un des 
points de la ligne qui joint les milieux des deux 
côtés parallèles ;& que par conféquent la force ho- 
rizonule qui en réfulte , doit rencontrer la ligne 
qui joint les milieux de deux côtés oppofés de 
la force correfpondante du prifme. La queflion efl 
donc réduite à favoir ce qui doit arriver à un 
polygone quelconque (j%. pô) lorfque chacun de 
fes côtés efl tiré ou pouffé par Une force appliquée 
perpendiculairement à fon milieu , & repréfentée 
pour fa valeur , par ce côté. Nous allons voit 
qu’elles fe détruifent mutuellement. 

Ke 
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Ne confidérons d’abord que deux forces P & Q, 
(Jîg. 97 ) appliquées perpendiculairement fur les 
milieux des deux côtés A B i AC du trhmgle ABC ^ 
& repréfentées par ces côtés. Il eft clair que leur 
réfultante palTera par leur point de concours F, 
qui dans le cas préfent efl le centre du cercle qui 
pafleroit par les trois points A, B, C (GJow. fj). 
Je dis d’ailleurs , qu’elle doit palTer par le milieu du 
côté BC, auquel elle fera par conféquent perpendi- 
culaire ; & qu’elle fera repréfentée par ce côté B C. 

En effet , fi l’on décompofe la force P en deux 
autres, l’une De parallèle, & l’autre Dh perpen- 
diculaire au côté B C, en formant le parallélo- 
gramme Degh; on aura en nommant e & A ces 
deux forces, P : e : h :: Dg : De : Dh::Dg : 
De : gr; or en abaiflant la perpendiculaire 
le triangle g e D eft femblable au triangle AO B , 
parce qu’ils ont les côtés perpendiculaires. On a 
donc D g : D e : g e : : A B : A 0 I B O i donc 
P : e : h : : A B : A O : B O. Or par la fuppo- 
fition , la valeur de la force P eft repréfentée par 
AB ; donc celle de e l’eft par A O ; Sc celle de 
h l’eft par B O. 

Si l’on décompofe pareillement la force Q en 
deux autres, l’une Im parallèle, & l’autre Ik per- 
pendiculaire au côté B C , on prouvera de même , 
que m eft repréfentée par A O , Si k par C O, Les 

• Mécanique. I, Partie, Y 
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deux forces m Si e font donc égales , puifqu’elics 
font repréfentces par la même ligne A 0. D’ailleurs 
elles agiffent en fens contraires , & fuivant uns 
meme ligne DI parallèle à B C, puifque D 8c I 
fon les milieux de AB, AC; donc elles fe dé- 
truifent. La réfultante doit donc être la meme que 
celle des deux forces h 8c i j 8c comme celles-ci 
font parallèles , puifqu’elles font perpendiculaires à 
BC, que d’ailleurs elles agiffent dans le meme 
fens , leur réfultante doit être égale à leur fomme 
& perpendiculaire à B C. Donc i® elle eft repré- 
fentée par B 0 OC; c’efl - à - dire , par B C. 
2 ®. Etant perpendiculaire à B C, 8c devant d’ailleurs 
paffer, ainfi que nous venons do le dire, par le 
centre F du cercle circonferit à ABC, elle paflê 
donc par le milieu de BC. 

Cela pofé, { ftg. $6) la réfultante V des deux 
forces P & T fera donc perpendiculaire fur le mi- 
lieu de B F , Sc repréfentée par BE. Par la meme 
raifon , la réfultante X des deux forces F 8c S , 
8c par conféquent celle des trois forces P , T, S, 
fera perpendiculaire fur le milieu de BD, 8c re- 
préfentée par BD. Enfin la réfultante Y des deux 
forces X & Q, & par conféquent, celle des quatre 
forces P, T, S, Q, fera perpendiculaire fur le 
jnllieu de DC, 8c repréfentée par DC; elle fera 
donc égale & diredement oppofée à la force Rj 
donc toutes ces forces f« détruiront» 
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On voit que le raifonnemcnt eft le même quels 
que foient le nombre & la grandeur des côtés. 

Donc en général , Us écarts qui réfultent dars 
le fens horizontal , de la prejjion qu'un Jiuide ptfant 
exerce perpendiculairement fur la furface d'un corps 
qui y efl plongé ^ fs décruijent mutuellement. 

Tels font les principes qui fervent à dé- 
terminer les effets de la prelTion des Buides fur les 
vafes qui les renferment, & fur les corps qu’on y 
plonge. Voyons maintenant quelques ufages de ce« 
principes. 

Puifque les efforts que le fluide fait dans le fens 
horizontal, fe détruifent mutuellement, il ne faut 
donc pour conferver un corps dans la pofition qu’on 
lui aura donnée dans un fluide, il ne faut, dis-je, 
autre chofe, que détruire l’effort vertical de la 
prefîion ; ce qui exige deux chofes, la première, 
qu’on oppofe de haut en bas un effort qui foit égal 
à celui que la prefîion exerce de bas en haut; la 
fécondé , que cet effort foit en ligne droite avec 
celui de la pouffée verticale du fluide. Or la pouffée 
verticale du fluide , efl équivalente au poids du 
volume de fluide déplacé; donc Ji le volume de fiuide 
déplace, pèfe plus que le corps plongé, le corps furnagera 
&* s'élèvera jufqu'à ce que le volume de Jiuide correfpon- 
dant à la partit fuhmergée, pèfe autant que le corps entier, 

Yq 


Digitized by Google 



Cours 


540 

jii. Donc, fi loifqu’un corps fumage, on vient à ajourer 
ou à ôter i (ôn poiils, un poids quelconque, il s’enlbnccra 
eu s'eleveta jurqu'à ce que l'augmentation ou la diminution 
du poids du volume de fluide déplacé , foit devenue égale i 
ce nouveau poids. Si ce poids qn’on ajoute , ou qu’on rerrait- 
che , cfl petit , eu egard à celui du volume de fluide aduel- 
Icmcnt déplacé , la quantité 1 K ( fig. p8 ) dont s'abailfera 
ou s'élèvera la coupe AB, fera d’autant plus petite que ce 
poids fera plus petit, & qu’en même-temps la coupe AB 
fera plus grande. On pourra donc, lorlque ce poids fera petit, 
& que la coupe A B fera grande , regarder AB & ab , 
coname égales , & évaluer le volume nouvellement déplacé , 
par la fut face reprcfcniée par A B , multipliée par /A'; c’eft- 
à dire , par AB x l K. Donc fi ^ ell le poids d’un pied 
cube de fluide, p y. A B y. I K fera le poids de ce volume, 
A B X l K étant évalué en pieds cubes. Ainfi , P eft le 
poids qu’on ajoute , ou qu’on retranche , on aura fy A Bx 

IK e= P; d’où l’on tire IK = ?. — - — ; c’ell- 

p X A B 

i-dire , pour un ponton , par eicmple , que pour /avoir 
tombitn une certairie augmentation faite à la charge , fait 
enfoncer le ponton , il faut divifer la valeur P de cette aug- 
mentation , par la furface de la coupe faite à fieur d’eau , 
cftimée en pieds quartés , & maltipliée pat le poids d’un pied 
cube d’eau. 

317. Le poids d’un corps reftant le meme , on 
peut étendre fon volume à volonté. Il n’y a donc 
pas de matière fi pelante qu’on ne puilTe faire fur- 
nager. 

3 1 8. Puifque , lorfqu’on diminue le poids d’ua corps , fani 
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rien cliangrr à fôn volume , il doit s’élever avec un effort qui 
ne peut être contre- balancé que par un poids égal d celui 
qu’on a ôté; il s’enfuit donc, qu’on peut employer utilement 
la pouffée verticale de l’eau pour élever des fardeaux ; par 
exemple, pour tirer des pièces d’Artillcrie , du fond de la 
mer oa des rivières od elles feraient envafées , en les atta- 
chant à quelques bateaux que l’on aura c^aboid chargés do 
corps pefans , ou d’eau , & qu’on vide enfuiie. 

31p. En général , fi P efl la pefanteur fpé- 
cîfique d’un corps qui fumage , ou ce que pcferoît 
un pied cube , par exemple , de ce corps , s’il étoit 
d’une matière uniforme; P" fon volume; p la pe- 
fanteur fpécifique du fluide ; u le volume de la partie 
fubmergéi : le poids de ce corps fera P x P" ou P K; 
celui du volume du fluide fera pu; on aura donc 

Py = pu, équation qui donne u = ; d’ou 

P 

l’on voit que le poids P P" du corps reliant le 
même, la partie fubmergée fera toujours d’autant^ 
plus petite que la pefanteur fpécifique du fluide 
fera plus grande. 

320. Cette même équation donne u : : ^ : P/- 
c’eft-à-dire , que le volume du corps , & celui de 
la partie fubmergée font en raifon inverfe de ta 
pefanteur fpécifique du corps , & de celle du. 
fluide. 

jxr. Ceft fût ce princq'o que font confirnits ceitaiu» 
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aréomètres ou pife-llrjueurs. Ce font des inflrumeiu qui par 
la quantité dont ils s’enfoncent ou Ce telèvenc dans certainM 
liqueurs , font comioîtrc la pefanteur fpcclfiqae de ces li- 
queurs. 

Pour en donner une idée , concevons que le cylindre creux 
A B C D ( fig. ÿ J ) Icfté dans fa partie inférieure D C avec 
une matière peftnte quelconque , afin de lui faire conferver 
une Gtuation verticale , foit plongé dans un fluide , & qu’il 
s’arrête de lui-même lorfqu'il etl enfoncé de la quantité BD, 
Alors on eft sûr (}ii) que le volume de fluide dont EDC F 
occupe la place , pèfe autant que le corps entier A D C B, 
Donc G on connoît le poids abfolu du corps A DC B, on 
a le poids d’un volume de fluide égal au cylindre E D C F. 
Donc G on évalue la folidité ou le volume E DGF en pou- 
ces C'ibes par exemple , & le poids de A D C B en onces ; 
en divilant le poids èe A D C B par le nombre des pouces 
cubes de E D C F , le quotient eiprimera ce que pèfe un 
pouce cube du fluide dont il s’agit. 

Ayant ainG déterminé la pefanteur fpéciGque d’un fluide, 
on détermine ensuite celle des autres , beaucoup plus promp- 
tement, en pariant toujours des mèaies principes. 

Concevons qu'ayant divifé le côté A D en pluGeurs panies 
égaies , on ait marqué le point E où le cylindre s’arrête 
dans le fluide qui a fetvi à la première expérience. Alors f 
en plongeant le cylindre dans un autre fluide , il s’enfonce 
de la quantité D e plus grande ou plus petite que D E , oa 
en conclura que le nouveau fluide efl, au contraire, IpéciG- 
qiicmeni moins pefant ou plus peGint que le premier, dans 
le rapport de D( à DE f c’efl-à-dire (310) que la pefan-. 
leur fpéciGque du premier fluide eft à celle du Iccond , comme 
e ; DE i cnfo;ie que comparant les nombres de parÙÇï 
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de DA que comprennent D E Sc De, on aura le rapport 
des pcfanieurj fpécifiqucs des deux liqueurs; ou bien encore, 
fl ayant marqué au point E la pcfaiiteur fpéciHque du fluide 
auquel on veut comparer tous les autres, on fe propofe de 
marquer aux différens points < les pefanteurs fpécifïques de« 
liqueurs dans lefquelies rarcomètre p!or,;;eroit jufqu'en e; on 
divifera le nombre des parties égales de D E par le nombre 
des parties égales de De, & multipliant le quotient par la 
pefanteur fpécifique qui corrcfpond au point E , on aura celle 
qui correlpond au point e ; c'efl- à-dire , le nombre qu'il faut 
écrire en e pour marquer la pefanteur fpécifique du fluide 
dans lequel le cylindre s’arteteroit à cette divifion. 

Mais fi on vouloit comparer les pefanteurs fpécifiqucs de 
fluides peu différens en dcnfité ; pour peu que le cylindre 
eut de largeur , il efl clair que la différence des enfoncclnen* 
ferait d’autant plus petite , que la ditférence de denfité fèroic 
clle-méme plus petite , & que le diamètre du cylindre feroit 
plus grand. 11 Faudroit donc alors employer un cylindre d'un 
diamètre fort petit ; mais pour lui conferrer la fiabilité , ou la 
faculté de fe maintenir dans une fituation verticale , alors on 
pourroit l’adapter comme on le voit ( fig. loo) à un autre 
cylindre CHlK, leflé comme il a été dit ci-deffus»^ 

Au refie , il n’ell point néceflaire que la partie CHlK 
foit cylindrique, non plus que la partie A B C D. La partie 
CHlK peut avoir la forme que l'on voudra , pourvn 
qu’elle procure de la fiabilité ; & la partie A B C D peut 
être prifmatique de telle figure que l’on voudra d’ailleurs. Il 
fuflit qu’elle foit telle que des parties égales du volume 
A B C D répondent à des parties égales de la longueur AC , 
enforte qu’on peut donner à l’aréomètre la figure que l*on voit 
(Jig. lot ). 

Y iv 
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On peut varier à l’infini la conAruflion Sc la forme de cei 
îiiArumens en partant toujours des mêmes principes. Mais 
•près ce que nous venons de dire , nous ne ferons mention 
que de ratcomctre reprcfentd (fig- ici). Le précédent eA 
defiiné à marquer les pefantcurs (pécifiques des liqueurs par 
fcs diiférens ent'onccuicns ; celui-ci les détermine par un enfon- 
cement coiiAant. 

A B C D eA une cfpcce de bouteille de verre creutê , à 
long col , leAée dans Ça partie inférieure C avec un peu de 
«ntcurc. L’extrémité A porte un balfin dcAiné à recevoir 
ditfércns petits poids. E eA une marque qui défigne le point 
où s’arrête l’aréomctrc par Ton poids icul dans la liqueur la 
moins pefantc. 

Si on plonge cet aiéomctrc dans une autre liqueur plus 

'ante, il s’clcveia , & ne pourra être ramené au même en- 
foncement qu’en ajourant des poids dans le ballin A. La quan- 
tité Je ces poids qu’on ajoute fait connoûie la didérence de 
pcCuitcur fpécitique entre le Auidc aéluel & le premier; ainli 
ConnoilTant la pefanteur fpécifique du premier, on a celle de 
iciit autre. 

322. Si le corps pèfe plus qu’un pareil volutnç 
fluide ; alors il doit s’enfoncer, & ne peut être 
petenu que par une force égale à l’excès de fon 
poids fur celui d’un pareil volume de fluide. Or 
fi no'4S repréfentons toujours par p & P les pefan-r 
leurs fpécifiqucs du fluide &: du corps; & par / j 
je volume du corps, nous aurons PV — pK 
pour l’excès du poids du corps fur celui d’un pareil 
volume de fluide. Donc fi on conçoit que ce cqrp^ 


Digitized by Google 


DE Mathématiques. 

foit retenu, à l’aide d’un fil , au fléau d’une balance 
comme on le voit (fg. 102), & que f' foit le 
poids avec lequel il peut être en équilibre; on aura 

P' =« PP' — P Kj* d’où l’on tire ^ — 

Or P y cft le poids du corps dans l’air, & P' fon 
poids lorfqu’il eft plongé dans le fluide ; donc con- 
noiU'ant U poids d’un corps -dans l'air , &" Jon poids 
dans un Jîuide , on aura aijemcnt le rapport des pefan- 
feurs fpecijîaues de ce dernier fuide &■ du corps , 
en divifant la différence de ces deux poids , par Iç 
poids du corps dans l'air. 

Far exemple , fi un corps ptTe 5 onces dans l’air 6c s cmect 
dans l’eau , je divife la diilcrcnce i , par «; , & le quotient 
me fait voir que la pefanteur fpccifique du corps, eft i 
celle du fluide, comme 6 eft à i. 

L’air , comme fluide pefant , diminue aufïi une 
partie du poids des corps ; enforte que le poids 
qu’ils ont dans l’air n’eft pas leur poids réel. 
Mais comme l’air eft un fluide fort rare , & dont 
la pefanteur fpécifique n’eft qu’environ la Spo' partie 
de Celle de l’eau , on peut fc difpenfer d’avoir égard 
Ù la diminution qu'il occafionne, 

325. Si l’on conçoit qu’on plonge le mémç 
corps que ci-deflus, dans un autre fluide dont la 
pefanteur fpécifiquï foit & que P" fbit le poids 
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avec lequel il peut alors être en équilibre ; de 
même qu’on a eu P' P K — p y, on aura 
P'* = P y — p'yj or ces deux équations don- 
nent py = py — P' , &L p'y = pf — p"; 

donc divifant cette dernière par la précédente, on 
_i p y pu ^ ^ 

aura -P— = ; d’où connoilTant le poids 

p t y— t“ 

P y d’un corps dans l’air , fon poids P" dans un 
fluide , & fon poids P' (fans un autre fluide , on 

déterminera facilement c’eft-à-dire, le rapport 
P 

des pefanteurs fpccifiques des deux fluides. 

C’eft d’après ces principes que l’on peut conf- 
truire une Table des pefanteurs fpécifiques des dif- 
férens corps tant folides que fluides. On en trouvera 
une à la fln de ce volume. 

324. Suivant ce que nous venons de voir, la 
pefanteur fpécifique multipliée par le volume, donne 
le poids abfulu d’un corps. M.iis la denfité multi- 
pliée par le volume donne la maffe fléo), qui 
( 171 ) eft proportionnelle au poids. Donc la pe- 
fanteur fpécifique multipliée par le volume , e(l 
proportionnelle à la denfité multipliée par le vo- 
lume 5 donc la pefanuur fpccifi^ut dts corps efi 
proponionntlLt à Itur denjué. 

32J, Revenons aux corps qui furnagent. Pour 
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cju’un corps puWTe refter en équilibre fur un fluide » 
il faut, ainfi que nous l’avons vu C3ij)> que fon 
poids total foit égal à celui du volume de fluide 
déplacé. Mais cette condition ne fuffit pas. Il faut 
encore , que la ligne qui pajje par le centre de gra- 
rite du corps plongé, &* par le centre de gravité du 
volume de la partie fubmergée , foit verticale. 

Car la pefanuur du corps, & la poolTée du fluide s’cxer- 
fVK chacune fuivant une ligne verticale, donc la prentière 
pafle par le centre de gravité du corps, & la fécondé, par 
le centre de gravité du volume déplacé , ne peuvent être 
direélement oppofées , ( comme il faut qu'elles le foicnc pour 
l’équilibre ) qu’aucant que ces deux verticales fe confondront* 

326. Ainfi, pour déterminer fi un corps 

ACEDB {fig. 103) d’une forme & d’une matière 
connue, peut demeurer en équilibre fur un fluide, 
dans une pofition qu’on a deflein de lui donner ; 
il faut mener un plan horizontal CD qui fépare 
une partie CED dont le volume foit au volume 
total AEB y comme la pefanteur fpécifique du corps 
efl à celle du fluide ; & ayant déterminé le centre 
de gravité G de AEB, 3 c celui G' de CED, fi 
la ligne GG' eft perpendiculaire au plan CD, l’é- 
quilibre aura lieu. 

327. Nous fuppofons dans ce que nous difons 
ici, que le corps AEB eft homogène; c’eft à-dire. 
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que la matière qui compofe fon poids eft toute de 
même efpèce , & qu’elle eft uniformément répandue 
dans tout l’efpace qu’occupe le volume total. S’il 
n’en étoit pas ainfi , on commenceroit par calculer 
la valeur d’un volume de fluide , égal en poids , 
au poids total de AEB, & l’on feroit CED 
égal à ce volume, CD étant horizontale; ce qui 
fc réduit à une queftion de pure Géométrie , dont 
les principes , donnés jufqu’ici , peuvent fournir U 
folution. 

328. C’efl encore une autre queftion que l’on 
peut réfoudre à l’aide des mêmes principes , que 
celle de déterminer les différentes pofitions dans 
lefquelles un corps peut refter en équilibre fur un 
fluide ; mais comme nous n’avons aucune appli- 
cation cffentielle à faire ni de l’une ni de l’autre de 
ces deux queftions , nous ne nous en occuperons 
pas. 

32p. Le corps CED f jîg. 104) étant aétucl- 
Icment en équilibre fur un fluide dont AB eft la 
furface ; G étant le centre de gravité de ce corps ; 
C celui de la partie fubmergée AEB; fi Ton 
conçoit que l’on incline Infiniment peu le corps, en 
forte que aEb devienne la partie fubmergée, dont 
G" foit le centre de gravité. Ce corps reviendra 
à fa première pofition , fi la verticale qui 
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convient à cette fécondé pofition , rencontre la ver- 
ticale G'M qui convient à la première , au-deiïiis 
du centre de gravité G du corps. A.u contraire il 
verfera tout-à-fait , fi le point M eft au-deffous de 
G, comme en M\ 

En effet , la diredion G"M qu’aura alors la 
poufTce de l’eau , & qui fera verticale , ne pafTant 
point par le centre de gravité G, tend (2po) à 
imprimer au corps deux mouvemens , l’un pour 
élever le centre de gravité , & qui eft détruit par 
le poids du corps ; l’autre qui tend à le faire tourner 
autour du centre de gravité G. Or il eft facile de 
voir que fi le point G eft au-deftbus de M, ce 
mouvement de rotation autour de G, tend à fe faire 
de A vers C, & par conféquent à ramener G' dans 
la verticale aduelle G" M. Au contraire, fi Af eft 
au-deffous de G , comme en M' ; le mouvement 
de rotation autour de G, tend à fe‘ faire de C 
vers & par conféquent ne peut qu’éloigner G' 
de G" ; c’eft - à - dire , tend à faire renverfer le 
corps. 

Donc pour que le corps puilTe revenir à fa 
fituation primitive , il faut que G' M foit plus 
grande que G' G. 

Le point M eft ce qu’on appelle le Mètacentre; 
parce que c’éft la limite de la hauteur à laquelle 
peut être placé le centre de gravité G , pour que 
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le corps flottant ne foit pas renverfé par une petîttf 
incllnaifon j car pour peu que G fôt au-dtflus du 
point M, le corps fe renverferoit. 

330. Les fluides élaftiques ont de commun 
avec les fluides fans reflbrt , qu’abflradtion faite de 
la pefanteur, la prefllon fe communique également 
dans tous les fens. Mais ils difl^èrent de ces der- 
niers, en ce que H après avoir appliqué à la fur- 
face AB (Jlg. lOj) d’un fluide fans reflbrt, une 
preflioB quelconque P , qui agifle fur un fonds 
mobile AB , on vient à fupprimer fubitement ce 
poids P, le fluide n’agira pas contre le fonds AB. 
Au lieu que dans les fluides à refTort , (i après que 
la preflion P aura amené le fonds A B dans la 
fituation quelconque a b, on vient à fupprimer cette 
preflion , le fonds a b fera repou^ de b vers B 
avec la même force qui l’avoit amené de B en b. 

Quoi qu’il en foit, la manière dont la preflion 
fe diflribiiira , fera toujours la même que pour les 
fluides fans reflbrt ; c’eft-à-dirc , qu’elle agira perpen- 
diculairement aux furfaces ; & que dans les fluides 
élafliques pefans , & qui ne font comprimée qu» 
par l’aâion de leur pefanteur, les efforts de la pref- 
fion fur les parois des vafes , ou fur la furface des 
corps plongés dans ces fluides , ces efforts , dis-je , 
cflimés dans le fens horizontal , fe détruiront mu- 
tuellement ; & dans le fens vertical , ils fe réduiront 
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à un feul dont la diredion pa/Tera par le centre 
de gravité du volume fur lequel le fluide ag't. 

331. Quant à la valeur abfolue de la preflîon 
fur une furface quelconque , en vertu de la pefan- 
teur feule du fluide élallique ; il n’efl pas douteux 
que fur les furfaces horizontales, elle ne foit, toutes 
chofes d’ailleurs égales, proportionnelle aux furfaces 
fiir lefquelles elle s’exerce. Mais elle ne fe mefure 
pas , comme dans les autres fluides , par le poids 
du prifme , ou du cylindre qui auroit pour bafe 
cette furface ; Sc pour hauteur , la diflance de cette 
furface jufqu’à la furface fupérieUre du fluide. 

En effet , fi un fluide élaflique eft tel que fans 
fa pefanteur , il puiffe occuper l’efpacs AEFB 
( fg. 106 ) ; lorfqu’on le fuppofera pefant , il ell 
vilible que les tranches de ce fluide, les plus proches 
du fonds E F, chargées de leur propre poids , Sc 
de celui des tranches fupérieures , feront plus com- 
primées' que celles-ci ; que par conféquent , fi l’on 
conçoit deux tranches de même hauteur , l’une près 
du fonds E F; l’autre à quelque diflance de ce fonds , 
la matière de la première fera plus denfc que celle 
de la fécondé , & pèfera par conféquent davantage. 
Ainfi les tranches de meme hauteur chargeant le 
fonds £ F, d’autant moins qu’elles en font plus 
éloignées , la preflîon fur le fonds E F doit s’eftinaer , 
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non feulement par la grandeur de ce fonds, & par 
le nombre des tranches contenues de D en F, 
■lals encore par la pefanteur fpéclHquc de chaque 
tranche, laquelle e(l diffe'rente d’un endroit à l’autre. 
Enforte que fi l’on reprcfente par x la difiance 
FQ d’une tranche quelconque, au fonds EF; par 
d j: la hauteur infiniment petite de cette tranche , 
& par D la pefanteur fpécifiquc , ou la denfité de 
cette même tranche ’j Dix fera le poids d’un filet 
de cette tranche ; & fon aâion fur E F, fera E F 
X D dx } donc l’adion de toutes les tranches , 
ou la preflion fur E F, fera E FfD dx ; c’cft-à- 
dlre, qu’il faudra prendre l’intégrale de Dix, & 
la multiplier par E F. Il faudra donc connoître 
la valeur de D en ar , c’eft-à-dire , fuivant quelle 
loi les denfités varient, à mefure que les tranches 
font plus éloignées du fonds £F< 

Quand on aura déterminé la preflion fur une 
furface horizontale, il fera aifé de déterminer la 
preflloa, fur toute autre furface, en partageant cette 
furface en parties infiniment petites ; chacune de ces 
parties pourra être regardée comme preflféc autant 
que fi elle étoit horizontale. 

332. De tous les fluides élaftlques , l’air eft 
celui qui nous intérefle le plus ; c’efl pourquoi nous 
^lons nous arrêter à en confidérer les principales 

propriétés 


Digitized by Coogif 


DE MATHtMATlQVES. SU 

propriétés ; celles du moins , qui ont le plus de 
rapport à notre objet. 

333. L'air tfl psjant. C’eft un fait conftaté pat 

un grand nombre d’expériences. En voici quel- 
ques-unes. 


Si l’on prend un tube de verre ( 107) d’environ 30 
pouces , fermé herméiiquemenc par l’une A de fes exn é- 
mitës , & que par le bout ouvert on introduife du mercure 
dans toute la capacité ; fi l'ou vient i renverfer & plonger 
le bout ouvert £, dans uu vafe oïl il y ait audî du mercure; 
le mercure contenu dans le tube , delcendra jufqu’â ce que U 
colonne reliante foit d’environ if pouces & demi *, i Compter 
de la furface du mercure dans le valê. 


Voici comment cette erpctience prouve la pefanteur de 
l’air. La colonne de mercure contenue dans C B exerce au 
point B une picllion fur le mercure inferieur qui ne pei t 
être contre-balancée que par un effort ég.al agilTant en fers 
contraire. Or le mercure contenu dans le vafe où le tube eff 
plonge, n'agit contre cette colonne, qu’d railbn de la diùancê 
de fa furface fupérieure iufqu’à l’ouverture B ; il ne pe -.t dinc 
contre-balancer. On ne peut donc chercher , ailleurs , l’efforl ' 
nécelTaire , que dans le fluide qui repofê lur tous les pointé 
de la furface fupetieure du mercure contenu dans le vafe ; 
c’eft-i-dire , qu’on doit la chercher dans l’air ; donc c’ell l’ai« 


* Cene quantité varie félon récac 
de l'ait . & la hauteur du lieu où 
fe fait l'expciience ; nous fuppofons 
ici. que c'ell lorfque l'air cil clans 
un eut moyen , te. que l'on efl , • 

Mécanii^ue. I. Part, 


peu prit , au même nivean que 
Parii. Nous fuppofont de plus , que 
le mercure contenu dans ie tube, a 
été puigc d’air; ce n’cù pis ici le 
lieu d’en eapofer fes moytau. 

Z 
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^ui pjii foa poids fki( ëquilibte i b colonne B C 
mercure. 

Voici , d'ailleurs , un autre fait qui nous (êra utile & qui 
vient à l’appui. Si c’efi l'air qui foutirnt la colonne BC; ii 
faut , (I nous employons un âuide moins pcfaiit que le mer- 
cure , que la hauteur à laquelle ce fluide reliera fulpeudu , 
foit plus grande que B C, Si cela ( jos ) dans le rappoR 
inverfe des pefanteurs fpécifiques de ces deux fluides. Or on 
(ait que l’eau pcfe quatorze fois moins que le mercure. Il faut 
donc que fi l’on emploie de l’eau au lieu de mercure , elle 
puilTe être fouteiiue par l’air , jufqu’à la hauteur de quatorze 
fois vingt-fcpt pouces Sc demi , c’eli - à dire , jufqu’à trente- 
deux pieds environ. C’cfl en eSêt, ce que l’expérience con- 
firme. Car on fait que G pat |e moyen d'un pifion on veut 
élever l’eau dans un feul corps de pompe , au-delà «le trepte- 
deux pieds , l’eau s’arrête conllamment à ce tcrnK à trps- 
peu près. On ne peut donc douter que l’air ne foit pefant , 
Sc que par cette railbn , il ne preGê la furface des corps , 
autant que le feroit une colonne d’eau dont la ba(è feroit 
égale à cette furface , Sc dont la hauteur feroit de trente-deux 
pieds environ. 

C’efi cette pteflion qui , appliquée à cous les corps , Sc 
par confcqucnc à la furface de l’eau , oV^ige l’eau de montée 
dans les pompes , lorfqu’en tirant le pifion on fait un vide 
encre le pifion Sc l’eau dqns laqueUe plonge la pompe. Mai$ 
pour avoir des idées plus diftinéles firr Iq manière donc l’eat) 
s’élève dans les pompes , il faut examiner une autre propriété 
de l’air. C’cfl fon élaflicité. 

334. L'air efl cowpreJJibU ; il ejî élafli^ue ; ùr 
les volumes auxquels il peut (tire réduit par 
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comprejjîon , font , ftnfiblement , en raifon invtrfe des 
poids dont il efl chargé. 

C’eft un fait établi par l’expérience fuivante. 

Danf un tube de verte recourbé ABC (fig. lo8 ) dont 
la branche A B foit au moins de trente ou quarante pouces , 
te dont la branche BC foit par -tout de même diamètre de 
fermée hermétiquement en C i faites couler du mercure juf* 
qu'à ce que la capacité B la plus baflê du tube foit remplie ; 
& ayant appliqué ce tube fur une planche graduée , obfar- 
vez quel eft le nombre de divifîons compris entre B te C. 
Je fuppofe ici que ce Ibit huit pouces. Vetfez du mercure 
dans la branche A B ^ jufqu’à ce que l’excès de la hauteur 
du mercure dans AB, fur celle du mercure qui entrera dans 
BC, foit de vingt-fept pouces & demi environ. L’air qui 
occupait d’abord toute la partie B C , n’en occupera plus que 
la moitié. Si vous continuez de verfer du mercure dans la 
branche A B , jufqu’i ce que la différence des hauteurs du 
mercure dans les deux branches , foit de deux fois vingt-fepe 
pouces k demi , ou environ ; l’air reliant dans B C n’occu- 
pera plus que le tiers de B Ci il n'occupera que le quart, 
ü la différence des hauteurs eff de trois fois vingt-Iëpt pouces 
te demi , ou environ ; Sc ainfï de fuite. 

Cette expérience fait voir que l’air fe comprime 
à mefure qu’on le charge, & qu’il fe comprime, 
à très-peu près, proportionnellement aux poids, 

Kn effet, lotfqu’il n’y avojt du mercure que dans la ca- 
pacité inférieure B, l'air contenu dans BC , étant de même 
nature que celui qui éioit dans AB, étoit chargé de tout 
le poids de l’air qui répond verticalement à l'ouverture du 

Zij 
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tube. H é:oit donc chargé par un poids équivalent i une co- 
lonne de mercure de vingt-fept pouces & demi environ. Puis 
donc qu’en ajoutant encore une , deux , trois , &c. predïons 
fcmblabics , il fe réduit , félon ce que nous venons de dire , 
à des cfpaccs dcjx fois , trois fois , quatre fois moindres que 
£ C , il fe comprime donc , dans le rapport des poids qui le 
chargent. 

Quant au refTort de l’air; par un procédé in- 
verfe on s’affure qu’il a lieu & qu’il augmente à 
proportion de la comprefli on , ou qu’il diminue à 
proportion que la compreflîon diminue. 

•)» 

Car û l’on retire du mercure de dedans la branche AB, 
on verra l’air reprendre de l’étendue dans la branche CB, 
Sc en reprendre d'autant plus , qu’on diminuera plus la pref> 
lion ; l’air e'I donc non - feulement comprefiible , mais dans 
quciqu’état de coiiiprcfTion qu’on le mette, il tend à fe rétablie 
k à occuper un cfpace plus grand , &. tel que lorfque le poids 
qui le comprime diminue , l’efpace dans lequel l’air fe rép.ind , 
ell i celui auquel il étoi: réduit , comme le poids dont il 
éioii chargé dans ce dernier cas, ell à celui dont il ell chargé 
aéluellcment. 

. 3 3 y. L’air que nous appelons naturel ou libre, 

efl donc dans une comprelfion habituelle , & telle 
que s’il venait à perdre tout-à-coup fa pefanteur, 
il tendroit à s’écarter de toutes parts avec une force 
toile que la partie d’air renfermée dans un efpace 
comme AUC ! fg. io8) ne pourroit être retenue 
, qu’eu appliquant à l’ouverture A unc_force égale 
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aii' poids d’une colonne de mercure qui auroit cette 
ouverture pour bafe , & 27 pouces 8c demi de 
hauteur. 

336. D’après ce que nous avons dit (33°) 
fur la difFércnce entre les fluides élafliques & les 
fluides non élafliques, on voit donc que l’air ren- 
fermé de toutes parts dans un vafe , fait autant 
d’efforts pour pouffer du dedans au dehors , que 
l’air environnant en fait pour pouffer du dehors 
en dedans; & c’eft-là ce qui fait que les corps ne 
cèdent point à la prelîion confidérable qu’ils éprou- 
vent félon ce que nous avons dit (3333* 

337. Un tube tel que celui que nous avons 
décrit (333) (.fig- 107) étant appliqué fur une 
planche graduée dont les divilions commencent à 
la ligne de niveau , ou à la furface du mercure 
dans le rcfcrvoir , efl ce qu’on appelle le Baromètre ; 
parce qu’il fert à juger de la prelîion que l’air exerça 
fur la furface des corps , par la hauteur à laquelle 
le mercure refle fufpendu dans le tube A B. 

On voit donc maintenant pourquoi cet inllrunient marque 
)a même hauteur dans un endroit ièrmé , comme dans un en- 
droit libre. C’eft que l’air rcnftTni.S exerce par fon relTort , 
la même preflion fur le mercure contenu dans le icfervoir , 
que s’il agi.Toit librement par lun poids. 

338. Le mercure ne fe foutient pMs conflanv- 
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ment à la meme hauteur dans un même lieu. II eft, 
à Paris, tantôt un peu au-delTus de 27 pouces -j/ 
tantôt un peu au-deiïbus; & cela, félon que la 
comprcfllon occafionnce ou par le poids, ou par 
le reiïort de l’air , augmente ou diminue. Comme 
le reflort de l’air peut augmenter ou diminuer fans 
que fon poids total augmente ou diminue , ainfi 
qu’il peut arriver par la chaleur ou par le froid; 
on ne doit pas attribuer les variations du mercure 
dans le baromètre > uniquement aux changemens 
du poids de l’air. 

Quoi qu’il en foit, puifque ces changemens annon- 
cent que l’air eft en état de faire équilibre à une 
colonne plus ou moins grande de mercure, & par 
conléquent 3 une colonne d’eau plus ou moins 
grande; il faut en conclure que la plus grande' 
hauteur à laquelle on puillè élever l’eau par le moyen 
d’une feule pompe , n’eft pas conftamment de 3 2 
pieds ; mais qu’elle varie félon la hauteur du mer- 
cure dans le baromètre. 

339. Si on porte le baromètre d’un lieu en un 
autre, plus élevé, ou plus bas ; le mercure s’abaif- 
fera dans le premier cas, & s’élèvera dans le fécond. 
Parce que la colonne d’air qui appuie fur le réfer- 
voir , étant plus courte dans le premier cas, & plus 
longue dans U fécond , doit pefer moins dans lo 
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premier cas, & plus dans le fécond; & par con- 
fequent ne peut faire équilibré qu’à une colonnfe 
dé irieréure plus petite dans le premier cas, & plus 
grande dans le fécond. Ainfî, dans le premier cas, 
le tube fe videra un peu dans le réfervoir ; & dans 
le fécond , le réfervoir fournira le tube ; c’eft auflî 
ce que l’cJtpérience a confin^é. IVlais il faut obferveC 
que ces variations ne font fenflbles qu’à des change-^ 
mens de hauteur , de quelques toifes. On peut dire, 
en gros , que 1 2 toifes de différence de hauteur ré- 
pondent à une ligne de différence dans le baromètre. 

Donc les plus grandes hauteurs auxquelles on 
peut élever l’eau par le moyen d’une feule pompe , 
varient fuivant les hauteurs auxquelles on eft élevé, 
éi font proportionnelles à la hauteur du baromètre 
en ces endroits. 

J 40 . Nous avons' dit que l’ait (ë comptirnoi^ dans la rai- 
fon des poids , à très-peu près. Quoique l’éïpcrieuce d’après 
laquelle nous r.tvons prouvé , donne le rapport des poids pour 
ce'ui des compte «liiliiés , & le donne alTez exactement ; il nè 
faut pas conclure cependant qu'il en feroit de même quel qu9 
fôi le poids dont on enargeât l’air. Il n'cll pas vraifefflblable 
qu'on puilTe téduièe on volume quelconque d’air , 1 occuper 
un cTpace infiniment petit, en le chargeant continuellement; 
non plus qu’l occuper un efphce infini, eu diminuant fa prcl^ 
fion à l’infini. Cette extrême comprelTibilicé , Sc cette extrême 
dilatabilité ne (ont pas dans hr Nature. Néanmoins lorfqu’il 
ne s’agit que de hauteurs médiocts# , on peut fuppofer que 
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l*âir , à différentes liaiiteius , efl coiTiprimé dans la raifon des 
poids dont i' eft chargé , & par - là , on peut déterminer i 
peu prè à quelle hauteur doit Te tenir le baromètre, en vertu 
du poid fcul de l'air , à différentes hauteurs. 

. En effet , nous avons vu ci-dcfTus (;>>) que D étant la 
P fantcur fpécifîque ou la denfité à une hauteur quelconque, 
Ja preflion que l'air éprouvoit, ou pouvoir faire éprouver en 
cet endroit , étoit f D d x f donc fi on appelle h la hauteur 
du baromètre en cet endroit , & fi on repréfcnte par i U 
denfité du mercure , on aura fDdx = h, ou plutôt.,.., 
/" — Ddx =. h y parce que x croiffan: , k diminue. 

D’un autre côté, puifque l'air eff d’autant plut denfê, qu'il 
elf plus chargé , fa denfité ou fa pefanteur fpécifique aug- 
mente comme les poids dont il eff chargé, & par confequent 
fl on appelle H la hauteur du baromètre au niveau de la 
ner, & /> la pefanteur fpécifi jue de l’air, à ce même niveau; 


aura H i h i 


P : D; donc h = — j donc... 


/- Ddx 


HD 


, Différencions cette équation en ob- 


fervant que p k H font conAans ; on aura — Ddx = 


HdD 


; d’oii l’on tire 


_dD__ —Pi 


D 


U 


• ; donc (loo) 


I D =- — + l C. Mais au niveau «u la mer , c’cA- 


à-dire, lorfque x «= o, on doit avoir D = p ; donc 
Ip = ICÿ donc C = p. On a donc ID = 

H- Ip ; d'où l’on tire l D — ép = — , ou / = 

II p 


D 


— P* 


, ou enfin = e H , e étant le nombre dont 

H p 


il 


Digitized by Goc ■rle^ 



DE Mat HÉ M AT I QV E S. 3^1 


le logarithme ert i (po). On a donc D = p t H . Repre- 
nant donc l’étjuation f — Ddx =i h, & fubfiituant pour 

— px 

. D ia vaîcur, on auta h = f — pe H dx\ intégrale 

— px 

que ( 111 ) l’on trouvera être He H ; donc enfin 


zzj- 

h = He il , ou l h = IH ^ — , qui donnera 

H 

la Iiauteur h du baromètre , à la hauteur x au-delTus du ni- 
veau de la mer , lorfqu'on connoîtra fa hauteur H au niveau 
de la mer, & la pefanteur fpécittque p de l'ait, à ce même 
niveau. 

Pour rendre cette cxprcfTion encore plus commode pour 
V X 

le calcul , on peu: regarder -—jj- couime le logarithme d'ua 

r» 

cctiain nombre A ; Si fuppofet ~ 


//» 


LH - lA z=zl 


U 

~Â' 


Mais il faut bien obfcrver que dans l’équation * = /y/, 

lorfqtt’après la fublliturfon des valeurs de p^ x, & H, on 

aura déterminé & par canlequent l A , ce logarithme 

eft le logarithme hyperbolique ; ainfi pour trouvc|le nombt* 
A prtr le moyen des tables ordinaires de logatitlMes , il fau- 
dra convertir ce logarithme en logarithme ordinaire , en le 
multipliant (S'?) par 0,43419448 &c. 

A l’igaid de l’équation / h = / , quoique les loga- 


i 
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tiibmes quelle renferme foiciit hyperboliques , on peut Ici 
çonfidérer comme logarichmes ordinaires , parce que fi deux 
nombres ont des logarithmes égaux , dans un (yfiême , ils au- 
ront encore des logarithmes égaux dans tour autre fyftème qui 
leur fera commun. 

Pour donner quelque application de ce que nous venons de 
dire, propofons-nous de trouver quelle doit être la hauteur 
du baromètre au fommet du Pic du Tinériffi ; c’eft-d-dire, 
de comparer cellé qui téfultcioii du calcul précédent , aveâ 
celle qu’on y a obfctvéc. 

La hauteur de cette Montagne a été trouvée de I3 t;S 
pieds de Paris, ou pouces au-defius du niveau de la 

mer. Au niveau de la mec , le mercure Ce tenoit d vingt-fepe 
pouces dix lignes ; & au fommet du Pic , il étoit d dix fepe 
pnuccs cinq lignes) c’eft-d-dire que l'expérience donne h = t7P»* 
Voyons ce que donne le calcul. 

La pefanicur fpccifique de l’.iir eft d peu près la 850' partie 
de celle de l’eau commune; & La pelanteur fpccifique de celle- 
ci eû d peu près la quatoraicme partie de celle de mercure. 
On a donc 


t I 

^ *50 X 14 iipoa * 

X = I{7856P'>’. 

H = X7P®- J. 

_ pX 1X787“; , • A , 

Donc — — = o, 47 « 7 iîÎ qui eft le 

H 1 1900 X 17 ï 

logarithme^j^erboliquc de ce que nous avons appelé jd ; donc 
mu!tipi«ut par 0,4)4194;, nous aurons 0,1070346 pour le 

logarithme ordinaire de A, Donc / = 1,1375306; donc 

lit = 1,1375306, qui dans les tahlcs ordinaires répond à 
17, î3. Donc k = I7P'“, 18 = i7‘"” i- Or l'obCecva- 
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tion a donn^ lyt*- 5''*'; la'difftfrence entre le calcul & l’ob- 
(êrvatioD n’eft donc que de 

Au rcAe , nous ne derons pas diAimuler qu’on ne doit pas 
regarder cette détermination , comme pouvant donner bien 
exaélemenc la hauteur dit baromètre , fur - tout à de grandes 
hauteurs. 1°. Parce qu’ainfi que nous l’avons déjà oblèrvé < 
l’air ne fe comprime pas proportionnellement aux poids , i 
toute diAance. x°. Parce qu’à des diAances un peu confidé- 
rables, la pelânteur diminue, j*. Parce que la pefanteur fpé- 
ciAque P de l’air , eA irts-variable. 4°. Parce que les varia- 
tions qui arrivent dans les hauteurs du baromètre , pouvant 
dépendre en partie du reAbrt de l'air dilaté pur la chaleur , 
ou condenfé par le froid , il fàudroit counoitre l’aâion de 
ces caufes , à diAérentes hauteurs, j". Parce que les vapeurs 
& autres corps étrangers dont l’air eA chargé , peuvent 
encore apporter beaucoup de modiAcaiions à cette détermi- 
nation. 

341. Une autre application que nous pouvons faire des 
memes principes , & qui a plus de rapport à noire objet, 
parce qu'elle eA propre à donner une idée de la télIAance 
que l’air oppolc au mouvement des pro jeéliles , ainA que nous 
le verrons dans le volume fuivant } c’eA pour déterminer la 
denfitc de l’air à différentes hauteurs. 

— px 
D — - — 

Nous avons trouvé ci - delTus = e H pour fcx- 

\ P 

preAîon de cette denfité, H étant la hauteur du mercure dans 
le baromètre au niveau de la smer, ou au point d’e- l'on 
compte les x. 

Soit a la hauteur à laquelle s’élèveroit l’atmolphère fi Ion 
poids 'rcAam le même, elle avoit pat-tout la meme denClé 
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P qu’au point d’où l’on compte les x. On aura. • 

J X H P a, I marquant toujours la pefanteur fpécifique 
du mercure. Subllituan; pour H (à valeur ptj, on aura 



ti pat confcquent 


D =c. pt a . 

A l’egard de la quantité a , elle dépend du rapport de la 
pelânieur fpécifiquc de l’ait à celle de l’cau , dans le lien 
dont i! s’.!git; par exemple, fi la pcftntcur fpécifïque de l’ait 
efi à celle de l’eau : : i : 850, ainfi que cela a lieu dans les 
températures moyennes , & à des élévations peu confidéra’oies 
au-delTus du niveau de la mer; alors l’ait efl capable, par 
fa pelânteur movcnne , de faire équilibre à une colonne d’eau 
de 31 pieds de hauteur ; ainfi la hauteur a fera = 850 x = 
i7icoP'\ 

Ainfi fi l’on demande quelle feroit,dans ces mêmes fiiopo- 
, fitions , la denfité à la hauteur de looo pieds, on aura 
— looo — 10 — 10 

D — pe ^ pt 17 »- , ou = e *71 , 

^ P 

& par conféqucnt log. =e 11 faut donc 

P '-T>- 

connoîire le nombre qui a pour logirithme hyperbolique 
— , ou celui qui a pour logarithme ordinaiie 


x^^ 

X 0,434194;; c’el't-à-dire , le ncinbre qui dans 

171 

les Tables ordinaires répond à — 0,0; ys; 93 ; c'eft o,çf4 i 


peu près; donc = o,stf4 ; donc 

P 

/>t/»::i:c,jt^4:: 1000 : s<Î4 : : i;o : 141, c’eft - 
à-dire, qu’à 1000 pieds de hauteur, la dcnlité eft dii.iinués 
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de -i. On trouvera de meme, qu’à la hauteur de looo toiles, 
la denliié retoic diminuée de ^ P<^‘> à-dire, de 

plus de i, 

342- Après ce que nous venons de dire fur 
le poids Si le relTort de l’air , & fur la prellion 
des fluides en général , il eft facile d’entendre com- 
ment l’eau s’élève dans les pompes. 

Il y a trois parties principales à confidérec 
dans une pompe. Les tuyaux , les foupapes & les 
pillons. 

Le piflon efl un corps A B CD de bafe cir- 
culaire ( figures lOp , iio & III ), qui peut 
parcourir la capacité intérieure du tuyau qu’on 
appelle corps de pompe , & qui le remplit exaéle- 
ment en la parcourant. La foupape E ell dellinée 
à permettre & à fermer alternativement le paflage 
à l’eau. Le corps de pompe ell le tuyau que par- 
coure le piflon. FGHK ell un autre tuyau lié 
au corps de pompe, & qui a fon extrémité infé- 
rieure plongée dans l’eau dont je fuppofe que R S 
ell le niveau. 

Si l’on fuppofe qu’une puilfance P (Jîg. lOQ ) 
appliquée à la tige du piflon , vienne à élever le 
piflon. L’air renfermé dans l’efpace D V K HG FC 
tendra, par fon reflbrt , à occuper l’efpace que le 
piflon lailFera libres il foulcvcra la foupape E , pour 
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entrer dans le corps de pompe ; fon refTort dîmî-' 
• nuera à mefure qu’il s’étendra. Il exercera donc fur 
la furface GH àt l’eau un effort moindre que ne 
fait l’air naturel, fur les parties environnantes RG y 
HS. L’excès de preffion de la part de l’air exté- 
rieur, fera donc monter de l'eau dans le tuyau G K 
à une certaine hauteur HN , jufqu’à ce que le poids 
de cette colonne , joint au reflbrt i e l’air rcilant , 
foit égal au poids de l’air extérieur. Alors ta fou- 
pape E fe fermant d’elle - même ; fi l’on baiffe le 
piflon , l’âir contenu entre le pifton & la bafe T V 
du corps de pompe , augmentera de refTort à mefure 
qu’on baiffera ; il fera effort contre la bafe du pifton , 
& s’échappera , fi fon reffort étant devenu plus grand 
que celui de l’air extérieur, le pifton eft en même- 
tefhps percé d’un trou recouvert d’une foupape L, 
qui puilfe s’ouvrir, & fe fermer comme la première. 

Cet air une fois forti , la foupape L retombe , 
& fi l’on recommence à lever le pifton , l’eau s’é- 
lèvera dans FGHK, à une plus grande hauteur, par 
la même raifon que ci - devant ; enforte qu’après 
un certain nombre de coups de pifton , elle gagnera 
le corps de pompe , où étant une fois entrée , elle 
paffera à chaque abaiffement du pifton , à travers le 
trou dont il eft percé, en levant la foupape, qui 
fe fermant enfuite par fon propre poids , retiendra 
aU'deffus d’elle, l’eau qui aura paffé , & que l’on 
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ëlevera en même-temps que le pifton. Tel eft le 
jeu de la Pompe afpirante. 

Quant à la Pompe foulante , voici fes effets. 
Lorfqu’on fait defcendre le pifton PCD (fîg. iio) 
que je fuppofe, ici , placé au-deffous du niveau de 
l’eau RS, il fe fait un vide entre la foupape E 
qui eft alors fermée, & l.v bafe du pifton. Le poids 
de l’eau agiffant conjointement avec celui de l’air 
extérieur contre la foupape L, fait paffer l’eau dans 
le corps de pompe. Lorfque l’eau ceffe d’entrer, 
la foupape L fe ferme. Alors fi l’on remonte le 
pifton , il chaffe devant lui l’eau qui eft entrée , 
force la foupape E de fe lever , & introduit l’eau 
dans la partie TEYX. Le pifton une fois élevé, 
la foupape E fe ferme , & retient l’eau jufqu’à ce 
que , par une nouvelle opération fcmblable à la 
première , on en faffe paffer de nouvelle , qui 
s’élève dans TVYX à proportion du pombre de 
coups de pifton. Quelquefois le pifton fift placé 
au-deffus du niveau de l’eau; mais dans tout? dif- 
pofitiçn , cela s’explique d’une manière analogue. 
Tel eft le jeu de la pompe foulante. 

La pompe afpirante & foulante eft ainft nom^ 
sace , parce qu’elle réunit les effets des deux autres. 
L-e pifton 4Ef^D ( fig. 1 1 # ) s’élevant , fait entrer 
l’eau dans l’efpace CDTV O par le moyen da 
tuyau FGHK, comme dans la pompe afpirante. 
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Puis, lorf^u’il s’abaifiTe, il foule l’eau contenue dans 
cet efpace , laquelle ne pouvant échapper par la 
foupape E qui fe ferme d’elle - même , lève la 
foupapc L , Sc palTe dans le tuyau Aî 0 mn. On 
peut varier beaucoup la conflruftion & la difpo- * 
lition des parties des pompes ; mais leurs effets 
s’expliqueront toujours facilement, par ceux que 
nous venons d’expofer. 

34 J. Voyons maintenant les propriétés fonda- 
mentales de ces machines. 

Par le moyen de la pompe foulante , on peut 
élever l’eau à telle hauteur que l’on veut, pourvu 
qu’on y emploie une force fuflàfante. Mais l’eftima- 
tion de cette force exige plus d’une confidération. 

Il faut avoir égard aux dimenfions du pifton & des 
tuyaux ; à la hauteur à laquelle on veut élever l’eau; 
à la vîteffe avec laquelle on veut l’élever. Nous n’exa- 
minerons point ici cette queftion. Quant à préfent 
nous n<^s bornerons à quelques-uns des élément 
qui peuvent fervit à la réfoudre. 

Il eft confiant que la puilTance néceflaire , pour 
élever l’eau à une hauteur propofée, doit du moins 
être capable de faire équilibre à la prelîion que la 
bafe du piflon éprouveroit , fi lorfqu’une lame de 
fluide a atteint la hauteur propofée, le tout de- 
meuroit en équilibre. C’efl cette prefiion que nous 
allons évaluer ici. 

En 
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En général , la puilTance doit être au moin* 
capable de foutenir le poids d’une colonne d’eau 
qui auroit pour bafe celle du piflon , & pour 
hauteur la diflance depuis le niveau de l’eau H S 
(^g. iio) jufqu’à la lame fupérieure XY. 

En effet , lorfque la bafe D C du pifton eft 
au - deffous du niveau de l’eau R 5, il eff vifible 
que la puiffance n’a point à foutenir la prellion 
de l’eau comprife entre RS Sc DC , parce que 
cette preflion eft contre-balancée par celle de l’eau • 
environnante qui fe tranfmet par l’ouverture infé- ’ 
rieure du corps de pompe. La puiffance n’a donc 
à foutenir que la preffion qu’exerce fur la furface 
DC, le fluide compris entre RS &c XY. Or cette 
preffion doit s’eftimer par celle d’un feul filet qui 
auroit pour hauteur la diftance de RS 'd XY, doit, 
dis-je, s’eftimer par la preffion de ce filet, répétée 
autant de fois qu’il y a de points dans D Cj elle 
eft donc en effet égale au poids d’une colonne 
d’eau, qui auroit pour bafe DC, Sc dont la hau- 
teur feroit celle de XE au-deffus du niveau de 
l’eau. 

Lorfque le pifton eft au-deffus du niveau fup» 
pofé en R' S' ; il eft évident que l’eau contenue 
entre DC & R' S' ne charge point le pifton. 
Mais comme elle ne peut alors être foutenue qu: 
par la prellion que l’air extérieur exerce fur la 
Mécanique. I. Part. A a 
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furface de l’eâu envirunnante , cette preflion de Vdlt 
Ii'efl donc plus capable de faire équilibre à la pref- 
fion de celui qui agit à la furface XY. Par confé- 
quent la furface D C du pifton efl furchargée d’un 
poids équivalent à la colonne d’eau qui auroit D C 
pour bafc, & dont la hauteur feroit égale à la drf- 
tance de DC à R' S', Cette prdTion jointe à celle 
qu’exerce fur DC, l’eau contenue entre 2?C 8t 
XY, & qui a pour valeur le poids d’une colonne 
d’eau qui auroit D C pour bafe , & dont la hau- 
teur feroit égale à la diffance de DC k XY, fait 
donc , encore , le poids d’une colonne d’eau qui 
auroit D C pour bafe , & dont la hauteur feroit 
celle de XK au-deifus du niveau R' S de l’eau. 

344. A l’égard de la pompe afpirante ; pour 
juger de fon effet, il ne fuffit pas d’évaluer la puif- 
fance , il faut examiner . avant tout , fi l’eau pourra 
parvenir jufqu’au pilion, & meme s’élever au-deiïus; 
car il y a des circonftapces où l’eau peut s’arrêter 
à un certain terme, quelque nombre de coups de 
pifton que l’on donne. 

Four comprendre ceci , imaginons que l’eau 
ibtt déjà parvenue en / ( jfg-. lop ) , la fîtuatio» 
aéfuelle du piflon étant la plus' baffe qu’il puiflè 
avoir; & fuppofons, pour plus de fimplicité, que 
la pompe elf d’une groffeur unUbcin& par '•tout. 
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ïl efl clair que l’air compris dans l’efpace CDIZ 
efl de meme force , de même refTorc , que l’air 
extérieur ( du moins abflraâion faite du poids 
de la foupape L , & de la rélinance de Ton 
frottement }. Car s’il avoit plus de refTort , il 
S’échapperoit en levant cette foupape. Concevons 
maintenant que le jeu du pilfon , ou l’étendue 
qu’il parcoure à chaque levée , foit D O. Lorfquc 
la bafe CD fera arrivée en QO, l’air qui occu- 
poit l’efpace CDIZ, tend à fe répandre dans 
l’efpace QOJZ; & fi l’eau ne monte pas davan« 
tage j il s’y répandra en effet. Alors fon reffort 
fera moindre que celui de l’air naturel , dans le 
rapport de CDIZ à QOIZ, ou dans le rapport 
de DI i 01. Ùonc fi cette force de reffort , 
jointe aü poids de la colonne d’eau qui auroit, 
pour hauteur , la difiance de Z / à RS , fait uii 
poids égal â 32 pieds d’eau en hauteur, qui eff 
l’effort que l’air peut exercer fur la furface de l’eau 
en K 5 , il eft clair qu’il y aura équilibre, de que 
l’eau ne montera plus ; fi ce poids eft plus grand 
que 32 pieds, elle retombera avant que la fou« 
pape E puiffe fe fermer ; & s*il eft plus petit que 
^2 pieds, l’eau cotitlnuera de monter. 

Voyons donc comment on peut déterminer ce 
poids. 

Nommons h la kauteut depois le point O jalqu’au airtaa 

A a i j r 
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RSi i le jeu du pifton , ou l'cfpace DO qu’il parcourt; 

X la didance 0 1 . Nous aurons Z>/=:x — i,& U hau- 
teur du point / fera h — x. 

Puifque l’air renfermé dans CDIZ, a le même relToK 

que l’air extérieur ; là force pent donc être mefurée par une 

colonne d’eau de 31 pieds en hauteur; ainfî puifque celle de 

cet air répandu dans l’efpace QOIZ, doit être moindre, 

dans le rapport de DI À OI, cette force fera le quatrième 

J 3>'X('a: — i). 

terme de cette proportion x : x — r : ; 31 ; i 1 

X 

Mais la force que l’eau comptife entre ZI Sc RS, exerce 
contre la prelTIon extérieure de l’air , ed mefurée par la hau- 
teur h ~ X i donc celle du rclTort de l’art répandu dans 
refpace QOIZ , jointe à celle du poids de l’eau comptife 
depuis I Z jufqu’en RS\ forme un poids total de 

-x C ^ — i) , n i> - 

— — -4- n — X. Or pour que 1 eau puiiic 

K 

toujours monter, il faut que ce poids foie moindre que celui 
d’une colonne d’eau de 3s pieds; donc H l’on nomme y, cc 

dont il cd moindre, on aura........ 

— ‘ ) , 

-d -t- « ““ X = 31 — . y ; d ou 1 on ure 

X 

^31/ hx — XX — xyi ic pat couréquem 

X = kA H- ky Il ^ ^ ^ 

; ■ > 

Pour que Veau s’ancto , il ed clait qu’il faut que y foie 
7é:o. Et comme on a alors jr = ïA±^(iAê — jn), 
dont les deux valeurs font réelles d $ A ê ed plus grand 
que 3s i ; on peut donc dire que lorfyue U carr^ de la moitié 
de la plus grande hauteur de la bafe du pijlon , au-dejjat 
du niveau de l’eau , ejl plus grand que 3 x Jois le jeu dm 
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ftflon^ ii y a toujours deux points aà teau peut s'arrêter 
dans la pompe afpiranie. Eiifor:e que la pompe doit être 
téputce inauvaife, (i le pifton lorlqu’il eft le plus bas, fe trouve 
entre ces deux points. 

Mais (î ji/ eft plus grand que i H h , les deux valeurs 
de X que l'on a en fuppofant y o , deviennent imagi- 
naires ; ce qui annonce que dans une pompe conliruite fui- 
rant cette condition , il eft impollible que y foit ïiro ; donc 
la preflîon de l’air extérieur fera toujours plus forte, & l’eau 
ne s’arrêtera point. Donc , pour que la pompe afpirante pro- 
daife infailliblement fon effet , il faut que le quarre' de la 
moitié de la plus grande hauteur du piflon au - deffus 
du niveau de l'eau ^ foit plus petit que 51 fois le jek du 
pijlan. 

Si de l’équation — jif-t-Aax — arx c=x — xy, que- 
nous avons trouvée ci-dclTus , on tire la valeur ào y , on aurft 

XX — Aoe-t-jii 


Concevons maintenant que AB (fig. m & ï'î) repré- 
(entant la plus grande hauteur du pifton au-delTus du niveait 
de l’eau , te A D \e jeu du pifton , on donne fucceflivemeni 
à X, pour valeurs, tes diftérentes parties A P de la ligna 
A B , St que l'on porte fur les perpendiculaires P JH, le& 
valeurs de y qui réfulteront de ces (übftiiutions ; on aura nnfr 
couibe AI M C , qui ( fg. n») tant que i h-h fera plus 
grand que 31/, coupera A B e(i deux peints I St V ; enfôria 
qu’il y aura des ordonnées P AI, de part Si d’autre de A Bp:, 
les ordonnées qui font à la droite , marquant les valeurs 
pnftijves de V ; & celles qui font à la gauche , marquant les 
valeurs uegatives, • 

- On voit donc que tant que \hh eft plus grand que }aîj. 

A a üj 
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la preAion de l'air extérieur e(l toujours la plus forte jufquU 
çt c]ue l'eau ait attciqt la hauteur £ 1 '. Qu'à ce point elle 
s'ariétera ( abfii'aélion faite du mouvement acquis ) , parce 
que la valeur de y eft zéro. Mais (I l'eau par fon mouve- 
ment acquis , pafTe la hauteur £ V y parvient à quelque point 
pntre 1 Bc I' , elle ne pourra s'y arrêter , mais elle defcendi a 
( en ruppofant que la foupape ne s’y oppofe pas ) parce que 
la valeur de y étant négative, marque que la preAîon de 
l'air extérieur cil pUs foible, que les efforts réunis de l’eau 
& du rclTott de l’air iniéiicur. Si l’air atteint la 'hauteur du 
point I, elle pourra s’y arrêter par la même raifon que ci- 
delTus. Mais fi elle pafTe une fois Iq point 1 , alors il n’y a 
plus à craindre qu’elle defeende , paiçe que les ordonnée; 
P AI comprifes entre ji k J étant toutes poütives, font 
voir que la prcflion de l’air extérieur cil toujours la plus 
forte , depuis la hauteur du point 1 , jufqu’i celle du 
point 

Larfqu’au contraire la valeur de i h h efl plus petite que 
51 /’ (' fig. 113), la courbe ne coupe plus l’axe -^ £ i toutes 
les ordonnées P AI font pofitives ; la prcflion de l’air exté- 
rieur efl donc toujours la plus forte. Il n’y a donc pas d’arré: 
à craindre. Ce qui confirme & cdaircir ce que nous avons 
^t ci-delTus, 

Si la pompe afpicante ctoic établie à une 
hauteur ou à une profondeur fenfiblemcnt difTc- 
rente de celle à laquelle le poids de l’air eft équi- 
valent à une colonne d’eau de 32 pieds 3 il faudroit , 
tlans tout ce que nous venons de dire , mettre 
moins ou. plus de 32 pieds. Ce moins ou pluî 
|p;yt fc déterminer par le baromètre , en compt-inl 
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autant de fois 14 lignes de plus ou de moins à 
l’égard de 32 pieds, que le mercure marquera de 
lignes au-delTus , ou au-delTous de 27 pouces 

Dans le calcul précèdent , nous avons regardé la pompe , 
Comme fi elle étoic d’une grolTcur uniforme; lotfqu’elle ne 
l’eft points comme dans la loj, la folutlon n’eft pas 
plus difficile pour cela. Pour calculer l’efTort de l’air intérieur , 
lorfqu’on Tuppolê que l’eau n’eft pas encore dans le corps de 
pompe X y I lorfqu’clle eft en MN ^ par exemple, il faut (aire 
cette proportion ; l’efpace Q O y N M TQ •. C D V N JHT C 
I : 3iP (ont à un quatrième terme, qui étant joint au poids 
de la colonne d’eau qui a pour hauteur NU, doit enfuite 
êirctlgalc à 31 — y, comme ci-delfus. Au furplus , quand 
le tuyau d’afpiration F G d’un diamètre plus petit que le 
corps de pompe , (î la condition que trous avons exigée ci-* 
defTus a lieu , la pompe ne peut manquet d’avoir fon effet ; 
car l’air (ë dilate encore plus facilement dans celle ci , que (t 
elle ctoit d’une groITeut uniforme. 

346. Quant à l’efTort dont U pulflance doit 
être capable pour foutenir l’eau à une hauteur dé- 
terminée XY 109); il fe mefure, ainfi que 
nous l’avons vu pour la pompe foulante , par le 
poids d’une colonne* d’eau qui auroit pour bafe la 
bafe DC du pifton , & pour hauteur celle Aq XY 
au - deffus du niveau RS. ( Nous falfons abftrac» 
tion du frottement £< du poids du pifton ). Cela 
fc démontre par un raifonneitient femblable 4- 
celui que nous avons employé pour la pomp% 

A a iv 
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foulante , lorfque le pifton eft au-de(Tus du niveau 
de l’eau K' S' (fîg. iio). 

347. La pefanteur & le relTort de l’air fervent 
à expliquer beaucoup d’autres faits : nous nous 
bornerons à en rapporter quelques-uns. 

Si dan? un vafc oïl il y a de l’eau, ou tout autre fluide, 
on plonge ( fig. 114) la branche la plus courte d’un tube 
recoui bc DEF ( qu’on appelle lîplion ) ; & qu’on afpire , 
en lii^ant ou autrement, l’air contenu dans ce fiphon ; l’eau 
montera & foriira par F, jufqu’à ce que, dans le vafe, elle 
foit dcfcendiic i l'ouverture D, 

La railbn de ce fait efl que lorfqu’on a fait fortir l’air 
renfermi dans DEF, la prellioii de l’air extérieur agit fut 
la fuiface AB, force le fluide de monter dans le liphon , 
& de s’écouler par la branche EF. Et quoique lorfque l’é- 
coulemenc eft commencé , l’ait prefte le fluide au point F, 
avec une force égaie , 3 très - peu près , à celle qui prclTe la 
futfacc de l’eau dans le valê ; néanmoins la lame F eft preftée 
en fens contraire , par toute la colonne d'eau I F ; cette cc« 
Icnne doit donc tomber , mais en tombant elle tend à faire 
un vide en 1 qui ne peut manquer d'être rempli par l'aélion 
toujours préfente de la prellïoo de l'air fur la futface de l’eau 
dans le vafe. 

On voit, par ce raifonnement,- que pendant l’écoulement, 
l’air n’agit qu’avec un effort proportionnel à la différence IF de 
nivtau entre T & la futface de l’eau dans le vafc j enforte que 
l'écoulement fera d’autant plus prompt , que les deux branches 
du fiphon différeront davantage ; ainfi R F Sc D étoient de 
• niveau , l'écoulement n’auroit pas lieu. On dit coramnnémcvit 
que la branche £ F doit être plus longne que la branche ED; 
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mais on voit qu’en s’exprimant ainfi, on doit entendre que la 
hauteur verticale de E au-delTus de F , doit être plus grande 
que celle de E au-delTus de D. La longueur abfolue n'y fait 
tien. On pourroit rendre D E beaucoup plus longue que EF, 
en contournant D E de diverfes manières; tant que le point 
D fera plus haut que F, le fluide s’écoulera jufqu’à ce qu’il 
loit arrivé en D , pourvu que la hauteur de E au-delTus de 
D ne pâlie pas jx pieds. 

348. Lorfqu’en appliquant les lèvres à l’ouverture d’un flacon, 
on afpire la liqueur qui y eft contenue, les lèvres s’appliquent 
fortement fur les bords de l’ouverture ; & on a d’autant plus 
de peine à les dégager, qu’on a afpiré plus fortement. 

C’ell qu’en afpirant une partie de l’air contenu dans le flacon, 
. on diminue le reflbrt de l’air reliant, à proportion de ce 
qu’on en diminue la quantité ; il n’ell donc plus en état 
d’oppofer du dedans au dehors une prelllon égale à celle que 
l’air extérieur exerce du dehors au dedans. Cette difl'érence 
peu: aller jufqû’à faire calTer le flacon , fur-tout s’il eft plat. 

349. Par une raifon fembhable, on explique pourquoi on a 
de la peine à ouvrir un foiiiflet lorlqu’on en bouche l’ouverture. 
C’cll qu’en écartant les panneaux , l’air intérieur Ce répand 
dans un plus grand efpace, & dimiuue de relTort à proportion; 
l’air extérieur prelTc donc plus du dehors au dedans , que l’ait 
intérieur ne prclTc du dedans au dehors. 
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TABLE DES Pesanteurs spécifiques 
des Matières qui font le plus d’ufage. 

AVERTISSEMENT. 

L E s nombres qui correfpondent à chaque efpèce 
de matière dans la Table fuivante , marquent le 
rapport du poids d'un volume quelconque de cette 
matière ^ à un pareil volume d'eau de pluie ; £• 
celui-ci ejl repréfenté par l’unité. Le poids d’un 
pied cube d’eau de pluie ^ ejl de -joE • ainji pour 
conclure de cette Table le poids en livres, dé un pied 
cube d’une autre matière quelconque , on multipliera 
par 70 J le nombre qui ^ dans cette Table ^ correfpond 
à cette matière. • • 

Par exemple le nombre qui répond au mercure ^ 
*î>593 » d Jignifie que le mercure pèfe ij fois 
é” de fois autant que T eau. Multipliant 

par 70 J on aura 551 ou à peu près 551-^1 pour 
le poids d’un pied cube de mercure. 


Pesant^ urs spécifiques de quelques Corps 


fondes. 

Acier flexible ou non trempé 7i739> 

Acier trempé 7i7°4« 

Alun,,,..,.... 
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Antimoine d'Allemagne,. 

Atuimoine de Hongrie.. 

Ardolfc* bleue . 

Argent de coupelle 

Argile 

Buis d’Aiilnc 

de Buis 

de Brélil . 

de Cèdre 

de Chêne venl 

dç Chêne rcc....,, 

d'Ébcne 

xl'Érabti; 

de Frêne 

de Gaiac. 

de Hêtre 

de Noyer 

d'Ormr. 

d’Olier. 

de Sapin 

B0T.IX 

Brique 

Caillou 

Charbon de terre..,' '. 

Cinabre naturel 

Cinabre ariiticicl 

Cite jaune 

Corne de Bœuf 

Cnrne de C.r.' 

Çuirrre jaune 

Cttivre rouge 

É.cin put 


5^9 

4 , 000 . 

4,700. 

Î.500, 

11,091. 

0. 730. 

1,030. 

1,050; 

1, «i3. 

1.Î43. 

0,857. 

t,»77, 

0,755. 

0,845. 

«.3Î7- 

0,854, 

o,Coo, 

o,ffoo, 

0,543- 

0. 55a. 

1,710, 

1, *57. 
». 54 S 
1,140. 

7,300. 
' 8 , 100 . 
0,995. 

I, 840. 

J. 875- 
7,819. 
9,157- 

7,3»o, 
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Étain allié d’Angleterre 7 > 47 ^> 

Fer fondu 7«i'4* 

Fer forgé... 'S.iStf. 

Gomme arabique ^tï 7 U 

Ivoiie i.Sa;. 

Litharge d'or 6,000, 

Litbargc d'argent 4,044. 

Manganèze 

Marbre >,700. 

Mercure ij,593. 

Nitre 1,900. 

Ni;ri\ réduit en Tel fixe, par le iéu i,743« 

Or d’ElTai ou de Coupelle !. 19,640. 

' Pierre calaminaire 5,000. 

hématite ou fanguine 4,3do. 

à fultl, opaque >,54 2. 

à fulil , traiilparcnte X|44t. 

de Liais 2,37 1. 

de Saint Leu >>443. 

Plâtre 1,22$. 

Plomb 11,823. 

Poix 1,150. 

Poudre de guerre 0,914. 

Sable de 'rivière 1,900. 

Sel Gemme 2,143. 

Soufre vif 2,000. 

Sou ire commun 1,800. 

Vcid-de-gris 1,714. 

Verre blanc 3.150» 

Vitriol d’, Angleterre. l,S8o« 
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Pesanteurs fpècifiques de quelques Fluides. 


Eau de pluie 

diftillée 

de rivière 

de mer 

régale 

forte. 

Efprit de nitre 

reâifîé 

de Sel marin... 

de Tartre 

de Térébenthine 
de Vin, reâifié. 

de Vitriol 

Huile de Lin...... 

d’Olive 

de Térébenthine. 
Vin de Bourgogne. . , 
Vinaigre de Vin.... 
Vinaigre difliUc.... 


0,001^. 

1 , 000 . 

0. 55j. 
1,009. 
:,o}o. 

1, } 00 . 

l,£io. 

I,IJ0. 

i,07J. 

0,874. 

o, 86 tf. 

1,103. 

0,931. 

0,913. 

0,791. 

o, 9 î 3 * 

1,01 1. 
1,030, 


FI N. 


S08495 
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PriuciPES de CalcXJL tjui fervent d’introduclion 
aux Sciences Phyfico-maihémaùques, 


Not.os prclîmlnalres , 
page 1» 

Ce qu'on doit entendre par 
Èlimens , yariaiions , ou 
accroiflèmens infiniment pe- 
tits des quantités, p. i. 

Ce que Ton entend par quan - 
tités infiniment petites, ou 
infinies t & de la fubor - 
dinaiion qu’on doit mettre 
entre ces quantités, dans le 
calcul, p. a — 10 . 

ÈUmens du Calcul diffe~ 
renciel. 

Ce qu’on entend par Diffd- 
Ttnce , Diffénndelle , & la 
manière d’indiquer la difle - 
rencielle d’une quantité , 
p. 10. 

Comment on trouve la diP- 
Kreticielle d’une quantité 


dont tontes les parties fent 
fimples ou linéaires , p. i r. 

Règle pour difTérencier ua 
produit dont tous les fac - 
teurs font inégaux, p, 

Règle pour difTérencier loe 
puülânces , p. T 4 . 

Applications de ces règles i 
la diffèreneiation de plu - 
fieurs tôrtes de quantités , 
P» 17. 

Des différences (îcondes » 
troifiémes . &c. Ihïi. 

Comment on indique cet 
différences , p. 1 8 . 

Comment on les détermine, 
P- «y» 

Remarque tür le fipie qu*o« 
doit donner au» différe»- 
cielles des quantités qui 
décroiflent > pat rapport 
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au (igné de celles qui 
* croilTent , p. 

Des didürenclelles de Sinus 
& Cüfinus ; ce que c’ell , 
& comment on les trouve , 

p. ij. 

Des diflcrencielles Loga- 
rithmiques , p. '.6. 

Règle pour trouver la diffï- 
rencielle du Logarithme 
d’une quantité quelconque, 
p. 

Des différencielles des quan- 
tités exponencielles , p. Jt. 

Application des Règles prdcè- 
déniés, 

I®, Aux Soutangentes , 'Tan- 
gentes , Soulhormales , &c. 
des Lignes courbes , p. 

i°. Aux limites des lignes 
courbes , & en général aux 
limites des quantités , & 
aux quefiions de Alaximis 
tr Aîinimis, p. 

J®. Aux payons de Cour- 
bure, ou de la Développée, 
p.dj. 

ÉUmens du Calcul imdgral. 

Quel efi l’objet de ce calcul , 

p. <1. 


Ce qu’on entend par foniftioa 
d’une quantité , p. 69. 

Comment on indique l’inté- 
grale d’une quantité , IbUl. 

Règle fondamentale pour 
intégrer les difi’crencicües 
monomes â une (ëule va- 
riable, p. 70. 

Remarque (ûr la confiante 
qu’on doit ajouter à toute 
intégrale, p. 71. 

Des diflcrencielles complexes 
dont l'intégration rentre 
dans la règle fondamentale , 

p. 73. 

Des diflcrencielles binômes 
qui peuvent s’intégrer al- 
gébriquement, p. 7d. 

Application des Règles pré- 
cédentes , 

1®. A la quadrature des 
courbes, p. 84. 

1*. A la reâification des 
lignes courbes, p. 91. 

3*. Aux furfoccs courbes , 
P-?î- 

4®. A la mefiire des (ôli- 
dités, p. 97 . 

Tollé de l’entonnoir d’une 
mine , p. loa. 

De 
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De l’infégration des quantités 
qui renrcrment des (înus & 
des ccfinus, pige lo;. 

De la manière d’intCj^cr par 
approximation , & quel- 
ques ufàges de cette mé- 
thode, p. ic8. 

Application à la reélification 
du cercle, p. icj & fuiv. 

Application à la recherche 
des logarithmes, p. tx6. 
& fuiv. 

Ufàges des approximations 
précédentes pour l’intégra- 
tion des diverfes quantités , 
p. «17. 

De la manière de ramener 
florlque cela efl poflible^ 
l’intégration d’une diffe- 
rencielle binôme propofée, 
à celle d’une autre dift'é- 
rencielle binôme connue , 

p. i}9. 

Des Fraâions rationnelles , 

p. 14 d. 

Ce qu’on doit faire pour les 
intégrer, lorfque tous les 
faâeurs du dénominateur 
font réeb fit ioé^aux , p. 

3 + 8 . 

Micantqut, I. Part, 


Matiercs. ii; 

Comment on doit procéder à 
l’intégration , lorfque quel- 
ques-uns des faéicurs du 
dénominateur font égaux, 

iço. 

Comment on trouve les coef. 
ficiens des fraftions par- 
tielles , dans lefîjuelles on 
doit décompofer la fraâion 
qu’il s’agit d’intégrer, p. 
«îi. 

Ce qu’on doit faire lorfque 
le dénominateur a des fac- 
teurs imaginaires, p, içf. 

De quelques Transformations 
qui peuvent faciliter les in- 
tégrations, p. I(jO. 

De l’intégration des quan- 
tités exponentielles , page 
164. 

De l’intégration des quan- 
tités à deux ou à un plus 
grand nombre de variables , 
p. x66. 

Des équations diflErencielles , 
p. r/t. 

Des quantités & des équa- 
tions difllcrenclelles des 
deuxième, troifiéme , &c, 
ortke, p. 184, 

B b 
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P R I s C 1 P SS g/neraux de la Mécanique. 


IVaTioNS P réllmlnatrcs , 
page ipç. 

Ce que c’eft que la Méca- 
nique ; définitions du mou- 
vement, d’un corps, d’une 
force ou puilFance , de 
l’équilibre , du repos , pp. 

& 196. 

Première loi du Mouvement, 
pp. ip 6 & 197. 

Du mouvement uniforme , 
ce que c’eft, page 197. 

Ce que c’eft que la vitefte , 
Ihid. 

Mefure de la vîteflê , dans 
le mouvement uniforme , 
p. 198. 

Mefure de l’clpace & du 
temps, dans le mouvement 
uniforme , Ihid. 

De la manière de comparer 
ces trois chofes , l’elpace , 
la vitefte & le temps , pour 
deux corps mus d’un mou- 
vement uniforme, p. i9«» 

Des forces & de la quan- 
tité de mouvement, page 
200. 

Ce que l’on entend par la 


inaT* d’un corps , Ibid. 

Mcfiirc de la quantité de 
mouvement, p. lot. 
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